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引言指数函数 

在数学中这是一个最重要的函数.它是用公式来定义的，对每个复数 h 规定 

ex p ( ^ ) ^ ^ ⑴ 

ri 唪0 0 i 

级数 （ I } 对每个 Z 绝对收敛，对复平面的每个有界子集一致收敛. 

因此 * exp 是连续函数. （1) 的维对收敛指出了算式 

V ^ V — ^ i. V 柃 ! _ n k h ^k = v 十 ^ 71 

k\^m[ fri h! ^ k\(n — I) ! ^ n ! 

是正确的.它给出了重要的加法公式 

exp ( a ) exp (6) = exp(a + ^), (2) 

此公式对所有复数 a mt 是正确的. 

我们规定数 e 是 exp ( l )， 习惯上常用较短的表达式 P 代替 expGX 注意，由 O ) 可得 

e ° = exp ( O ) = L 

定理 

( a ) 对每一个复数 A €^0. 

( b ) exp 的导数是隹自己 3 exp '(^) = exp (5：). I 1 I 

( c ) e 淨限制 在实轴上是单调增加的正函數，且当 jr—oo 时， e ^-^ oo ； 当—⑴时， e ^^ K ). 

( d ) 存在一个正数 it 使得 e ㈣ 二 i , 并使得 # = 1 奎且仅当 z /(2 d ) 是整數 ■ 

Ce ) exp 是周期函数，其周期是 2 jrL 

( f ) 映射实轴映到单位 圓上. 

( g ) 若 w 是复数且则存在某个 e 使 u / = e s . 

证明由 《), = p = 由此得到 （ a ). 其次， 

、 r exp (^ - \- h ) — exp (^) 

exp kz ) = lim — 1 - r ^" - 

n 

—■ estpCj?) lim —-- 

ft—D ll 

= exp (^), 

在上述等式中，第一个是定义，第二个从 （2) 得到，而第三个默<1)得到，園此证觸了 （ W . 

由于 （ U , 显然 exp 在 E 实轴上是单调增伽的，而且当 x — ㈤ 时 f # —（ e ) 的另一个断 
言是 f * e __r = l 的推论， 

对于任何实数 G (1) 表示 e ^ 是# 的共轭复数._此 

| e 砧 | 2 = d 3 。 = — 1 * 

或 

I eM - 1 (i 是实 数）. 

换句 话说， 着*为实数，则 e 5 ^ 位于单位圆上 * 我们定义⑽初， siof 为一的实部和 虚部： 



2 


幻言 


m 


cos ? = Re [ e i( ], sinf — ImR ] (f 是实数）, 
若对等价于 (4) 的欧拉恒等式 


e 1 * — cost -f i smt 


两边微分，并且应用 （bK 则得 

cost + i sin^ = ie ir 


=—sint 十 i cos /， 


于是 

幕级数 （1) 给出表示式 


€08 =— slot sbV = cos . 

cost = 1 ~ lr + 4 T _ 6 T + * 


(4) 

< 5 ) 


( 6 ) 

(7) 


取 f = 2, 则级数 (7) 的各项按绝对值减少(除首 项外: K 而且它们的符号是交错的，因此小 
于级数 （7) 的前三项之和；于是_2< —由于 eosO-vl fte ⑽是实轴上 瞻实连 续函数，故 
可断定存在一个最小的正数6使得 cosf 0 -0, 我们定义 

从（3>及（5)得到 situ ^ = ± l . 由于在开区间（0, M 上，有 

mnt = cosl > 0 , 

又故有 sin ^>0， 國二 1» 丽且 

= i . ⑼ 

由此可 见， ^ = C - 1 ^= 1 + 并且对每个正整数〜 e 2 * = l _ 同样立即得 
到 

* e 2wi = (10) 

若之^=文+^ z 和 y 为实数，则因此 I ^ I = e \ 若则必须有# = 1，从而 
^r = 0； 根据（10)，为了证明—定是整数，只要证明当 0< y < 2 if 时，就足够了. 

设 0<： y <2 w , 且 

M + 和 w 是实数 X <11 > 


由于0<>/4<貫/2» 故有 u>0, v>0 , 同样 

=(铋 + lv )^ — u A — 6 W + v 1 + — (12) 

仅当时， （12) 的右边才是实数 f 由于 w 2 + t / 二1奴当^ = t /= +时才成立，因此 （12) 表明 


— 1 # 1, 

这就证明了 （d). 

我们 EM 知遒， i ~* e 彳 , 将实轴映人单位圆内.为了证明 （ f >， 现圃定 w 使得 | w ! -1; 我们 
将要证存在某个实数 i 使 IS w 和幻为实数，丽且首先假定 w 0及 

由于“<1, 则！ r 的定义表明存在一个 h 0<^ k ./2, 使得 cos ? = Wi 因而 . si n 、=I 又 

由于当 0< f < ic /2 时有 sim 為5，故 smi = v , 因此 

若奴<0 而力 >0,则 一 k 满足上述条件.因此，存在某个实数 {使 — i 如=一，而且如= 



W + 〜，最后，着 v <0, 则上述两种情况证明了，存在某些实数 f 使 一 娜=#,因此您= 


这就证明了 （ f ). 

若 m ^ o ， 令 cr = w / I TU | , 函而 X ( J = | TO I Or* 根据 （ C )， 有一个实数 „ r 使得丨 to I 
由于 Ul = 1 , 贝 Ij ( f ) 证明了，对于某些实数 y 有 a 二岁. _此切这就证明了 （ g ), 并 
且完成 r 定理的证 a 氮 _ 

我们将遇到（1 + ^> ] 在实线上的积分*为了求它的值 * 在（一 W 2, it /2) 内，令 〆 0 = 
aini/cosL 根据 （6) 有一 = 1+#. 因此， P 是一个（一 it /2, n /2> 到（一 00 , 00)上_单调增加的 
映射，而且得到 

「 = r = r dr n 

.1 + ： T Z J -,/i 1 4' ip 2 (t) J -n/2 


m 


m 





第 1 章抽象积分 

大约19世 纪末, 许多数学家逐渐认识到 Riemarm (黎曼）积分（微积分学教程中学习的内容 
之一）应当由另 外一种 类型更广泛、更灵活、更适合处理极限过程的积分来代替 • 在这方爾所 
作努力之中，最著名的有 Jordan (若尔当）， Bord (博雷尔）， W, H, Young 及 Lebesgue (勒 M 
格），而勒贝格的构造被证明是最成功的. 

简要说来，其主要的思 想是： 函数/在闭区_|>,幻上的黎曼积分可以屬和式 

n 

i^l 

逼近，其中，…，为不相交的闭 K 闻，它们的并为表示 E, 的 K 度，而 
t t € E 炉 1，2,…， nh 勒 W 格发现，当上面和式中的集艮属于直线上较大的一类子集，即 
所谓“可测集' 而且把所考虑的函数类扩大到所谓“可测函数”时，可以得出一种完全令人满意 
的积分理论.涉及决定性的集论的性质細 h 任何可数个可测集族的并和交是可测的；每一个 
可测集的余集也是可测的I丽且，最重要的是 " 长度”的概念(现称为“测度”）可按这样的方法推 
广：对于两两不權交的可测集的每一个可数集族{尽 }, 都有 

m(E 、u u Es U = m(Ei) -hm(E 2 ) ~tm(E A ) -+ — » FSH 

m 的这个性臟称为可教可加性. 

从黎曼积分理论过渡到勒 W 格 （Lebe®gue) 积分理论是一个完备化的过程（其意义以后将更 
加精确地叙述它在分析上如闺从有理数系构造实数系那样具有同样根本的重要像- 

上面提到的测度 m 当然与实线的几何性质是密切顧关的.在本章中，将介麵关于在任意 
集上任何可数 爾加测 度的勒贝格积分的一种抽象的叙述（精确定义见后）.这个抽象理论无论从 
哪方面看都不比实线上的特殊情形更加困难；它说明，稞分理论中的大部分与基础空间的任何 
几何（或拓#)是无关的 i 而且，它当 然也询 我们提供了一个广泛有用的工具.我们将在第 2 章 
中证实包括勒贝格测度在内的一大类测度的存在 - 

集论的记号和术语 

1,1 某些集可以通过列出它们的元素来描述，例如 Ui， …， A } 是元素为 ^，…， A 
的集； 而是仅有一个元素 I 的集.更为常见的是用性质来擔述集.对于具有性爾 P 的所有 
元素 x 的集，记为 

P} ? 

符号0表示 空集. 集族 （collection) >族 （family ) 及类 ( class) 这些词在使用时与 集 （set) 是同 
义的. 

若 jc 为集 A 的元素，记 A ; 否则记 t 參 A , 若 B 是 A 的子集，即若:蕴涵着 : rt 
就记 BCA . 若 BCIA 且 ACB * 则為=召.若 BCA 且 A#B ， 则称 B 是4的真子集 * 注意， 

对于任何一个集 A 有 0CA. 

AUB 及 AflB 分別称为 A 与 B 的并及交.若 { A ,} 是集族，其中 a 取遍某个指标集^，则 



并及交记作 


ija , 及 n a - 

f ^ 

BP 


U A a = { x ? x 6 对至少一个 D ， 

f ] a , = {jci x e 戌，对每一个 a e f }- 
若 i 是所有 正整数 的集，4&的记号是 


y & 及 q t 

若彳的任何两+集没有公共^素，则称 { Aji ^ 个不相交的集族， 

^€ B }. 当从上下文能清楚地知道是对哪一个比较大的集取余集 
时， A 的余集就用 A ' 來表示. 

集 A " …， A a 的笛卡儿乘积 A ! XA 3 X ”* XA S 是全部? I 元序组（山* …， a tt ) 构成的集， 
其中 1 = 1，*”， n . 

实线（或实数系）记作 i ? 1 ， 且 

R k = X … XK J ik 个因子）, 

广叉实数系是 K 1 加上两个符号如及一并 M 具有明显的 顺序. 若 一 00<议<6<00,则闭区 
miu , A ] 及 开区阄 （a ■:， 《定义为 

^ ( jt ： fi ^ ^ — {xi 

同样 ，记 

\ j £, b ) -= {Xi < JT < fr } Aa,bj = {Xz a < JT < 6}* 

若 E ( T [ — oo , ㈤ ]且 ?4 在[―⑺， oo ] 内. E 的最小上界（上确界)及最大下界（下确界） 
存在 + 并记为 sup E 及 Lif E . 

有时 C 仅当 sup Etrl ? 0 : ) 用 max £来表示 ssup £* 

记号 

X^Y 

表示 /是从集 X 到集 F 的一个函数（或映射，或变换） 5 _对每个工€1，/摘定一令元素 
/(, r >6 Y •若 ACZX 及 BCY ， 则 A 的象及 B 的逆象（或原象 J 是 

/( A ) — {^： y — /< x >, 对某个 ^ € A ) , 

广 7 B ) = U * / Or ) e BK 
要注意的是，虽然但 /- UB ) 可能是空_， 

/的定义域是 X ，/的值域是 /( x ) + 

则称/把 x 映射到丫上， 

对每一个用广（3?>代替广<卜}》，对每个 : ye 若厂_ y ) 靈多由一点组成，则 

/称为一对一的 ■ 若/是一对一的.麵/- 1 也是一个函数+其定义域是/(尤)，而值域是 X . 

若 / s X —[— oo * 加]且 E [ X , 则习惯上记怍^/(1>丽不是 sup f ( E ), 

若/; Jf — Y 及幻 Y — 2,則复合函教 p /: Jf —^ 用公式 



(g - & X) 

定 SC 

若 / 的值域是实线(或复平面）的一部分或全部，则/称为实函数（或 X 函数），对复函数/ 
來说，表示/的所有取值 / u > 都是#负实数. 

可测性概念 

可测網数类在积分理论中起着基础性的作用.它与另一十最重要的函数类，即连续函数类 
有一些共_的基本性质.记住这■相似的地方是有益的.因此，我们的表述娃按这样一种方式 
組织 即 特别强调拓扑空阆、开集和连续函数这些概念与可_空间、可测集和可测函数等概 
念之_的类似性*从而，当这种处理方式十分抽象时，这些概念之间的关系就显得最清楚不过 
了，正是这一点（而不只是为了追求一般性>,促使我们来撼讨这个课题* 

1. 2定义 

( a ) 集 X 的子集族 r 称为 X 上的一个拓扑，若 r 具有如下三个性质 i 
(i ) 

i 二 1,…，…… 

(_1)若 { VJ 是由 r 的元素构成的集族(有限、 钶数或 不可数 ）_ 则 Uk € i % 

GP 

( b ) 若 r 是 X 上的柘扑，则称 X 为一个拓扑空_，且 r 的元素称为 X 的开集. 

( c ) 若 X 和 Y 为拓扑空间，且/是 X 到 Y 内的映射，丽讀 Y 的每一个开集 V ， /— MV ) 是 
开集，麵称/为连续的* 

L 3 定义 

U ) 集 X 的子 集族诹 称为 X 的一个代教， 若诹具 有如下性质： 

(i ) X €3 Jl . 

(ii ) 若 Ae ®， 麵 AHH , 其中允是 A 关于 X _余集. 

(ill ) 着 A = Lj A « MAi & SH ， 粒 =1, 2，3，，则 At 饥 
a) 若 SR 是I的、-代数，则称X为一个可測空间，且 9M 的元素称为蜊集. 

( C ) 若 X 是可测空飼， Y 是拓扑空间，/ 是瓦到 映射’而财 Y 的每一个开集 v ， 
/^^^是艽的可测集，则/称为可测的. 

把术语 44 可测空_”应用到序对<叉， W) 而不是 x 上也许更合适些*毕竟X是一个集，并 
且X也不会由于我们心目中同时有一个由其子集构成的 a 4数丽有 往伺 1 形式的改变 * 类似地 T 
一个拓扑空间是一个序对 (x, r). 但如果这类事情在全部数学内系统地去做的话，则术语就 
会变得非常4、方便.我们将于 1. 21节中在一截较大的范围内再讨论这个问题 - 

| + 4关于定义 1.2 的注释最熟悉_拓扑空间是度童空问 • 我们假定读者对度量空闻已有 

所 了解， 伹为了完整起见，还是给出基本韵定义_ 

度量空间是一个集 x , 在此集上定义了一个具有如下性质的跖离函数（或度壹 V : 

( a ) 对所有工， y € X , 0^ p(xf 3 ?)< oo , 

< b ) 当旦仅当 时， pix , y )=0. 
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( c ) 对所有 z ， y €: X f p ( jr ， y )— p ( y * x ). 

( d ) 对所有 jc ， z ^ X f p ( x ^ y )^ p ( x <, z )- hp ( z ^ y ). 

性质 （ d ) 称为三角不等式. 

若 xtXMrX )， 则以 x 为中心， r 为半径的开球是指集 be t 〆 ■!■， y )< r \. 

若 X 是度量空间，且 r 是所有集 ECX 的集族， E 是开 球的任 意并，则 r 是夏_一个拓 
扑.不难证明，交的性质依赖于这样的事实：若其中玖 及昆为 开球，则: c 是一 
个开球 BCBifl 艮的 中心，我们把它留作练习 • 

例如 T 在实线 R 1 上，一个集是开集当旦银当它是开区间（心《 的并. 在平面把上，开集 
是开圆盘的井 - 

我们将常常碰到的另一个拓扑空间是广义实线[一°°，°°]^它的拓扑是通过规定如下的集 
为开集来定义 _* 卽规定 U ， 6)，[一 co ， u )， （“， oo ] 以及这种类型开区间_任何并为开集. 

在 1. 2节定义 （ e ) 中给出的连续性定义是对整体而言的.通常需要定义局部的连续性 ， W 
着对 /( A ) 的每一个邻域 V * 对应有办的一个邻域取，使得 /( W ) CF ， 則称 X 到 Y 内的映射 
/在点 I 。£ X 连续. 

(根据定义，点 a ： 的邻城是一个包含点$ 的开集 ，） 

当 X 和 Y 是度量空间时，此局部性定义当然与习惯上的 e 定义是相同 W ， 等价于只要 
limr^xa 在 X _，就有 lim /( x B ) = /( Uo ) 在 Y 内. 

下面的简易命题将这两个连续德定义按预期的方式联系起来了 * 

1.5 命题设 X 和 Y 是拓扑空同，/是 X 到 Y 内的 映射. 当且仗当/在 X 的每一点连续 
时，映射/是连续的- 

谨明若/连续且则对/(办）_每一个邻域 V ， /— MF ) 是 々的一 个邻域.因为 
f { f ^ l ( V })(- Vf 敏/ 在為 连续. 

若/在每一点连续，且 V 是 Y 6 I 开集，则每一点 1 ( F ) 有一个邻域讲|，使得 
/( ucv , I 因此 w ^ c /- 1 ( V ).由 it ; 可见广（ VI 是开集 t 的并，所以厂 1 ( V )本身 ft 开集， 

因而/是连续的. B 

: L 6关于定义 1.3 的注释设 细是集 X 内的代数， 由定义 1_3的性质 （i >至 （I ) 立即 

得出如下事实 • 

( a ) 由于 0 = 故 （i )和 （II ) 蕴涵着 

㈤ 在 （則）中取 A sl 产 Adf * = 0，我们宥出，若先6规，卜1，…， II ，则 A t UA 2 
ij …队 em . 

( C ) 由于 ^ 

f|, A, - ( 0 A：) t 

故 SR 对可数交（当然对有限交)是封闭 

( d ) 由于 A — 着 A € TO 及 就有 A — BeTO + 

前缀 7 是考虑到这样的事实； （ fii ) 要求对于 OT 的元素的所有可数并成立.若 （ iii ) 只要求爾 
有限并成立，则9«称为集的一个代数. 




抽象积分 
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1.7 定理 设 Y 和 Z 为拓扑空间，且互：是连续的. 

( a ) 若 X 是拓扑 空阙， /、 X—Y 是连 缝的， A k=g ^ /,則 k : X—Z 是连续的. 

Cb ) 若 X 是可测空间 T / s X — Y 是可测的，且真=裒*/,則 I X — Z 是可测的. 

簡言之，连续函数的连续函数是连续的 t 可测函数的连续函数是可测的. 

证明若 F 是 Z 内的开集，则是 F 内的开集， J & 

h '( V ) = rw : oo ). ■ 

若/是连续的，则 CW ) 是开集，因丽证明了 （ a ). 

若/是可测的，则是可测因丽证_了（10 . ■ IM1 

1.8 定理设 U 和 u 是可测空 wx 上的实可測函數 T 设中是平面到拓朴空间 y 内的连续 


映身，1对 xex 定义 … 

k (. r ) = # Cii ( x ) t 

I '] h , X + Y 是可测的. 

证明 令 fU ) = < u ( x ) 9 t #( x >), 刚 / 将 X 映射到平面内， 由于 定理 1. 7 指 
只要证明/的可测性就足够了 * 

蓊 K 是平面上任一个其&平行于坐枒轴的开矩形 * 则沢是两个开区间 L 及 I 的笛卡儿乘 


积，并根据关于《和 r 的偃设， 

r l iR ) = n v ^ ih ) 

是可测的*在平面上的每-个开集 F 是这# 的矩形札的可 数并， fl 由于 

广】 （ v ) = 广 （ 0 私)= C ) 广 1 (祀）， 

' 卜】 1=1 

因此， /— UV ) 是可测的. 

L 9 设 X 是爾测空间.下面的命题是定理 1.7 和窒理 1.8 的 推论： 

( a ) 若《和取是 X 上的实可测 函数， f ^ u + iv , m f 上的复可測函教. 

这个缮论可以 由定理 1, 8，令#(^> = Z 得出 * 

( b ) 若 /— w + it ； 是 X 上的复可测函教，則 w 奴，1 / I 都是叉上的实可测函数, 

这个结论可以由邃理 L 7, 令 = ImU )» I H 得出， 

( c ) 若 / 及虿是 X 上的复可测函教，则 /+g 及/容亦然. 

对实的/, g ， 由定理 L 8, 令 

0{ s * t ) = J 十 I 


和少 (h 得出. 对复的情形即由 （®> 及 （ b ) 得出 

( d > 若£是叉上的可测集，且 


Zk ( jc ) 


1 当文 e e ， 


ri 




d : W 



则岛是可测函數. 

这是明 M 的.我们称4为集£的特征函数.整本书中，字母 Z 将专用干表示特征函数. 
( e ) 若/为 X 上的复可測兩数，则存在 X 上的复可蜊函教 a ， 使得丨 a 丨<1，且/ = 
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证明 令 /(x)-O) , Y 为除去厭点的复平爾.对定义一 I H 且令 

a ( x ) = f ( f ( x ) + Zjr (- r )) (jt X ) i 

mx € E f 若 x 任 E , tf ( x )-/(^)/ I fix ) I t 由于炉在 Y 上连续 且£：可测（为什 

么？），从而 a 的可测性由 （c) + (d ) 及定理 L 7得出， ■ 

现在權出存在大麓的代数+ 

um 定理若#为 x 的任意子集族， w 在 x 内存在一个最小的 0 - 代数® r _使得 

策匚 w • 

ST 有时称 为由， 生成的代数， 

证明令 II 为 X 内所有包含 f 的 a - 代数沏 的族，因为由 X 的全体子集构成的集族是具 
有这种性质的代数，故 O 非空*设 2 T 为所有3»0/3的交.显然， CTO 、 且田 T 含于每 
一个包禽，的浮-代数中，为完成此证明，必须证明 ar 本身是❻-代数 ■ 

若对 n = i ， 2, 3，…， A ffl e ® r ， fiBien , Mi A . em . 國为狃是戊-代数，所以 
餌，因为对每一个 we 仏有 u ^ ean ， 故得 ,4 iUA s ear . 代数定义的其余两个性质可 

用同样方法验证. B 

1.11 博霄尔集 设 x 为拓扑 空间. 由定理 i . io . 在 x 内存在一个最小的 d -代数激，使 
得 x 内每 一个开集都属于满.称淡的元索为 X 的博雷电集. 

特别地 * 闭集是博雷尔集（由定义，它是开集的余集>，且闭集的一切可数并及开集_一切 
可数交都是博雷尔集.廚两者分别称为&集及 G * 集，并且起着重要的作用，诙记号来源于豪 
斯多夫 （ H ㈣ sdo 【 ff ). 宇母 F 及 G 分别用于闭集及开集 T 而 cr m I 1 并 < Summe )， 沒 JTJ 于交 
( Durchschnitt ), 例如，每个半开区间 |>* W 是粑内的-个 G , 集和一个 JM 

因为满是代数，我们现在可以把 X 看做一个可测空间，而博雷尔集则起着两测集的作用 - 
更简_地.考虑可漏空间(夏，潘 )# 若 / s 是 x 的连续 映射，其中 y 为任意拓扑空间，由定 
义，显然对 y 内每个开集 R ^ l cy > e ^. 换句话说* x 的每个连续映射是博雷尔可刺的* 

[ TF [ 博雷 尔可测 映射通常称为溥當尔映射或博雷尔函教- 

1.12 定理假设 OT 是 X 内的 # - 代数， Y 为拓#空闽，/是从 X 到 Y 的一+映射 ■ 

U ) 若 D 为所有集 ECY 使得 / _1 (£) e ® l 的集族，則0为 Y 向的0-代數 t 

( b ) 若/ 可測且 E 为 Y 内的博雷尔集，则/ 1 ( E )€ HH , 

( c ) 若 y =[ — oo , oo ] , _ BL 对每一个实数 a ，/ 1 ((议.则 ./ 可测* 

( d ) 若/可测， Z 为拓扑空间，尽： Y -^ Z 为博雷尔映射，且 /， M k z 
常用来作为实值函数可测性的判别准则 (见 习题 3 ).注意，（❶推广了定理 

证明从关系式 

广⑺； X， 

疒 l ( Y - A ) = X — / ，（ A >， 

/ '(A U At U = THAO U f ] (為 ） U … 

珂得出 （a). 

现在证明 （ fc )， 读 13 如 U ) 所规定；/的可测性蕴涵着包含 Y 内的所有开集 • 且为 
代数，包含 Y 内所有博雷 尔集- 
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现在证明 （ c> ， 令 D 为所有 EC ：[— CO , + 00 ], 使得 / i ( E ) e 2 R 的集族.选取一实数 a ， 
并选取使得 Srr - oo 时，因为对于每个… ( cr n , oo ] e 0 , 由于 

W Ml 

[― c ^ icr ) — U [― oo fa?n J = U ( ajf t co J 
而 ( a ) 已证明了 fi 为 p 代数，可以看二％ ^)€a m 

( atfi ) — [— oo t ^> fl (泣， oo ] 

也有相 _的 结论.因为[一 《=• «0内的每个开集都是可数个上述类獲开 KfB ] 的并，故 D 包含 
每一个开集，于是/可测. 

现在证明 （ d ), (二 Z 为开集， 则容 — W ) 为 Y 的博雷尔集，且因 

k ~ HV ) - /^'(^ cy )), 

cb ) 表明 r 亂 


1,13 定义设为 [— 内的一个序列，令 


h — SU 

p { a * ，<3^ ， atvz ， *•*} (蜃= l *2,3 t * “） 

a ) 

且 

^ = iof{^i rb t ▲，■■]， 

(2) 

我们称身为 U B } 的上极限，记怍 

^ — lim supa B , 

⑶ 


容易验证下列性质：首先， 6 i ,所以当时. b k ^； 其次，存在的子 
序列{'. }使得当 ㈤ 时， %，， 且卢为具有 ft 性质的最大数 * 

类似地定义下极限：简单交換（1>及<2)中的 sup 及 inf * 注意 

lim mfa m lim supC — a „) * 

ff-ir-On b—*- cc ： 

如果 UJft 敛，则显然有 

lim supq = lim infa n linn 

H-^do h .-*w 

设</«}为集 X 上的广义实值函数序列，则用 

( sUp / ff )( jT > — SUp (/ rt ( x )) t 

n 相 

([im sup/J (x) lim sup(/ ffl (j：)) 

来定义在 X 上的廳数及 lim sup /；. 

m 

若 

/( 工） = lim /^ tx ), 

在每一点工 ex 处此极限都存在*则称/为序判 （/«*}_ 点态极限 ■ 

1,14定理如果对 n = U ， 3， X — L -™, oo ] 是可剥的’且 

p - — sup / H , h = tim sup / 两， 

则 g 及 h 都是可测的 * 

» 

证明 fUa ， 的])= U/JUh ⑻]) • 因此由定理】 . 12( c ) 推出 g 可测.当然’以 
代替 sup ,同样的结论仍然成立 * 


( 4 ) 

( 5 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 

(8) 
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因为 


第1 聿 


4 

rui 由此得 m &可测. ■ 

推论 

( a ) 每个点态收敛的复可蜊函教序列的极限是可测的 * 

( b ) 若/農 jf 可蜊 （值城在 [— °°，+ ㈤ ]内），則 maxi /, g } 及 miti {/， g } 也可测，特别 
地，函数 /+= max {/，0} 及 /' — — min{/ f 0} 是可测的. 

1.15 h 述函数/+及/_称为/_正部和负部+我们有 I / I =疒+厂和/^/ + —厂， 
而后者是一种将/表示为具有某种极小性质的、两个非负函数之差的典型形式： 

命题 鲁 f = g - h , 震>0及 / i >0, 则/+<#且 /— 

证明由显然有 masd /* 0) Cg , _ 


简单函数 


1,16定义在可测空间叉上*值域仅_有限个点组成的复函数 s 称为单函数.这里是指 
非负简单函数，其值域为 [CU oo ) 的有限 子集. 注意 T 我们从简单函数的值中明显地排除了 ㈤ . 
如果^…，^为简单函数$不_的值，且令 A ( = U S 显然 



在这里按照 IKd ) 所定义， 是烏 的特征函数- 

_样显然的是，当且仅当每个厶可测时， r 是可测的 * 

].17定理设 /* X —[0, oo ] 可测，則存在 X 上的簡单可測函数 s 使得 

( a ) 名在 2 — 

( b ) 对每个当化♦ ㈤ 时， 

证明令氟%对每个正整数 n 和每个实数（財斑唯一个整数 A 使得祕 


t < a + i ) a w . 定义 

rm 


lkAO$ n 
fA ° ^ 1 « 


着 <u 
若《 < f <⑺. 


(I) 


那么每个•是[0， OO ] f ： 的一个博雷尔函数 

当0 < t < n 时“ 一 S „ f ， 

“且当 oo 时，对每个^6[0， oo ] 有菸 （#>+“ 从而可知函数 

= fn ° / 

满足和 Cb )， 由定理1， 12( d )， 它们都是可测的+ 


测度的初等性质 


1,18 定义 

( a ) 正测度为一个定义在疗-代数 W 上的函数心其值域在[0, M 内，并且是可教可加的. 



即若 为钡中 互不相 交的可数集族，则 

Q ^ （1) 

为避免麻烦，我们假儀至少对一个 M ( A )< oo t 

( M 测度空阔是一个可测空间，具有定义在其可测集的0-代数上的 IT 测度 ■ 

( c > 复刺度是定义在一个 0 -代 数上的 复值可数可加函数. 

注我们称作正測度的正好是通常的测度，为了强调起见，我们才加上“正”字.若 
对每个 9 R ，#( F ) = 0， 则根据我们的定义，是正測彦*对正刺度取 oo 值是允许 
的，但当我们谈到复测度 "时， 对每个 E 6 OT ， 〆 £)要理解为复數.当然，实测度 
构成了复測度的一个子类. 

1,19定理设 p 为代教 《1 上的正刪度，則 

( a ) ^(0)=0. 

( b > 若糸，…，均为职的两两不相交的元素，则 

U … U = j^A!) + … +/i(A„L 

( c ) 若 AeW , S € W ? 则 A [ B 蘊涵着芦 （ A )< 〆 ^)， 

w 

( d ) 若 A = U a s , 息6餌，且 

3 a s 1 

A , C A 2 C A a C ■■、 

則当符-^ ㈤ 时， 〆 A ，） +户 ( A ). 

Ce ) 若 A = 「1 A B ， A s 6 明 * 

*=i 

Ai : D A 2 Z ) A 3 Z ) …， 

且 pCAi ) 有限-則 当找峰 奶时， j «( A h )^( A ). 

在证明中将看到，这些性囊除 （ e ) 外’对复测度也成立； （ b > 称为有限可加性 I ( e ) 称为 

单 调性， 

证明 

取 AeTO , 使得 〆 A )<〜 在 L 1 W 1) 中，取 A ^ A ， 及 A S = A S = … 

( b ) 在 1. 180 ) A a+1 A h+2 ^ = 0 . 

(c ) 由于 B = (B — A ) 及 Afl (B — A) = 0 ,可看出 Cb ) 蕴涵着 p(fi>=/^(A) + 
p ( B - A ) 知 04). 

⑻令 RfA ,, 且对 it =2, 3， 4, …，令 B a = A , — A fi ” PJ B b €9 R t 的时，战 RB , 
-0 t A ，- B , U … UB n ， 且 因此 

<€ fb . 

fiiAj = 2〆 战） 而 ^ (A> = 2V 氏 ). 

i*i ,_i 

根据无穷级数和的定义得出 （ d >. 

( e ) 令 Cu = Ai _ » 则 CiCCsClC|CI …’ 

fidQt) — fl(Al ) —fit(An) » 
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A } - A = UC n , 于是由 （ d ) 得龈 

) —^( A ) = / i(Ai — A ) = lim / i ( C „) = ^( A ] ) — Hm«f A fl ), 

这就推 a ( e )+ _ 

UO 例子如我们将看到的，有趣的测度空间的构造要求做些艰苦的工作.然而，可以 
立即绘出少数浅显 I 的例子， 

( a ) JT 为任意集，对 E 意 ECX , 若 E 为无穷集，定义 〆 幻= ㈤ ，当 E 为有限集贈 t 令 
/』(£)为£的点数 • 这个#称为 X 上的计数测度， 

(b) 固定:对任意 ECX , 若 x 0 € E ， 定义一 E ) = 1 ; 若心痊 £,定义 〆 E )=0, 这 
个 P 称为集中在的单位质量， 

( c ) 令# 是集 <1. 2, 3 t …}上的计数测度，令 A b = { u ，n + 1， 十2,…丨，则11為，=0， 
但对2, 3, …， 这表明定理 1.19( e ) 中的假设 

pt(Ai ) < oo 

并非多余的. 

1.21 关于术语的注释 人们经常看到把测度空_看成是“二元序組”（ X ， / I )， 其中 X 
为集， WI 为 X 内的 j -代数，而#为定义在 SS 上的测度_类似地，可测空闺是“序对”（ X ， 
rm 诹>,这虽然有点多余，但在逻辑上完全正确，通常也是便利例如在（ X ， m ) 中，集 x 仅 
是■:的嚴大元素.因此我们若知 道诹， 也就知道了 x . 类似地 T 根据定义，每个测度都有一 
个 u - 代数作为它的定义域，于是我们若知道测度 M ， 也就知道_为#的定义域的代数期， 
那么作为代数抓的最大元素集 x 也就知道了. 

因此，使用像“设#为一个 测度' 或 者当我 们在陶题中希望强调代数或集的时候说“设 
#为诹上的测度”或"设#为瓦上的测度”这类表达语，是完全合理的. 

虽然在逻辑上不大有意义但在习惯上（我们通常都是顺从数学上的习惯画不是逻辑)总是说 
“设 x 为测度空间 、这 里强调的并不是集，而是测度，当然，在使用这种说法时，我们总是畎 
认有一个定义在 x 的某个-代数上的测度，而它正好最我 们实际 上要讨论的， 

类似地，一个拓扑空间是一个序对<叉， r )* 此处 r 为集 X 上的拓扑，并旦有意义前东西 

是在 r 中而不是在 X 中，但叙述时仍说成“拓#空间 X ' 

全部数学中均使用遽种默示的约定 • 大多数数学系统都是_一些集，连同某些特定的子集 
类或者某些二元运算或者某些关系（要求它们具有某些性质》组 成的. 根据需要，人们可以列举 
出它们，然后把这个系銃作为序对、三元序组等等来描述_例如实线可描述为四元序_ (只 1 ， 
+，•，<: K 此处+、.及<满足完备阿基米德 （ Ardiimetks ) 有序域的公理.然而，我敢打 

赌，只有极少数数学家才想把实数域看成四元序组 • 

[0, oa] 中的算术运算 

LZ 2 在整个积分论申，不可避免地要遇到一个理由是希望在无限测度的集上能够积 
分；毕竟 + 实纔有无限长.另一个理由是，即使最初只对实值函数感兴趣，但是一个正实函数 
序歹 I 的上极限或一个正实函数序列的和在某些点却很可能是而当这神情况发 生时， 人们不 
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得不作出一些特殊规定，这将在很大程度上丧失如定理 L 26 及定理 L 27 那样的优美性 . 
我们定义，若则 0 + 00=00 + 6( = 00 ，且 



实数的利及親麵用通常方法定义. 

定义 0* 00 = 0似乎很奇怪，然丽， 用该定 义不难验证，在 [0, 如]_交换律、结合律及分 
S 己律都是无条件成立的. QEf 

对消去律则要小心处麗：仅当时， a + + c 才 蕴涵着 & = 仅当 0< a<oo 时， 

才蕴涵着 = 

注意，下面这个有用的命题成立； 

若…， 4 且 H a n b n ^ ah , 

把这个命题和定理 1* 17及定理 LI 4 结合 起来， 可以看出到[0， oo 」 内的可测函數的和及 
积是可测函敕. 


正函数的积分 

本节中， W 为集 X 的 a - 代数， " 为 ® 上的正测度， 

K 23 定义如果 h X— [0 ， 00 ) 为可测简单函数，形如 


2- z . 


其中 


为 s 的不同的值（与定义 1.16 比较），且如果 E&SR ， 定义 

• w 

jd 芦 = U 呼 (為 H E). 


0) 




(3) 


胃欲 I — | 

因可能对 某个 “ a 严 0 且 〆 或 flE): 00 ， 所以此处屬到约定 ◦ ■ , 

如果 / t X—[0, co] 为可测，旦 E6TO ， 定义 

/♦宗 sup sdfi 9 

J E J 眞 

该上确界取遍所有使得 / 的 ® 单可测函数 ^ 

(3) 的左边称为 / 在 £ ：上关于测度产的勒與格 积分 . 它是 [0, 加 ]_ 的一个数， 

注意，当 / 是简单函数的时候，表面上得到了 1^/% 的两个定义，即（ 2 ) 和 （ 3). 然而，它们得 

到的积 分值是相同的.因为在这种情况下 * 出现在（ 3 )右边的函数 s 中，/是最大的， 

L24 下列命题是定义的直接 推论 . 其中出现的 W 数和集，都假定是可拥的： 

( a ) 若0 < / < p 则 /如 < 

r f 回 

( b ) 若 A C B 而 / > 0 , 則 j Jdfi < J /dp 
( e ) 若 />0 而 e A 常教， 0< c < co ， 則 

, L cfdfi ^ c I / ‘ 
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( d ) 若对所有 xGE ， /(^)=^0,即使 〆 £)=00 ，也有 j fdfi =0, 

Ce ) 若 〆 E ) = 0 ， 即使对每个工 /(^) = oo ,也有 f fd ^ O . 

v E 

( f ) 若 / go ， 則 fdft = f x v fdf£ t 

J E J JT 

最后的结果表明，可以把积分定义限制为在金部 X 上的积分而不失一般性.若要在子集 
上积分，可以用 ( D 作为定殳，选择哪一个定义，纯粹是一种个人偏好* 

在此要注明，测度空间 x 的每个可测子集 E 可以用完全自然 W 方法重新构成一个测度空 
简单地说.新的可测集就是含在 E 内的 X 的可渕子集，除了其定义域受限制之外，测度 
并不改变+这再次表明* —旦我们在每个测度空间上定义积分之后，就自动地定义了毎 个可测 
空间的每个可_子集 t 的积分. 

1-2 S 命邏设 s 和£为 X 上的非负可測简单函数.对£6®，定义 

tp(E) = j ^ d^i (1》 


國 


則@为 TO 上的测度，同时 ^ 

J (s + t)d/i. = + ( 2 ) 

(这个命紐包_定理 U 7 及定理 i . 2 9 的特殊形式, ） 

证明如果 s 像在定义1,於中一样，且^，&,…为 M 的苴 不相交元素，其并为则 
^的可数可加性指® 

f(E) — ^ a ； fj (A f n ~ n a) 

卜 j b = I r™* 1 

r^T f-l 

同样， f (0)- O , 因此 {不恒 等于 ㈤ - 

其次，设 S 同前面一样 * 角， …，鳥是 ^的不两的值*且令 U : }. 若 

A^Bjf m 

f {s + Od/i ^ f ft ) fi ( E § ) , 


j j ♦ 十 { I 知 =( E# 》 + ftju ( ) * 

于是用 A 代替 X 时， C 2) 成立 . 因为 X 是不相交的集 l < i < 辨）的并，所以命题 

的前半部分蕴涵着 （2) 成立 * - ■ 

现在进入到理论的有趣的部分，其最显著的特点之一是可以利用它来处理极限逼算. 

1 . 26 勒贝格单调收敢定理傲 {/ U 是一个 X 上的可测函数序列，且假定 

( a ) 对每一个工 eX , 

( b ) 对每一个工 eXt _轉400时》 / W U )—/( X ). 于是/是可測的，且蛊 n —00 时， 
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L /w ~ - J /知. 

证明園为 f 所以存在一个 ere [0, CO ] 使得当0400时 

L ,- d # — a . 


( 1 ) 


( 2 ) 


(3) 


根据定理1.14, /是可测的.园为 / B </, 故对每个 h , 有因此 （1) 蕴涵 

设^是使得0<$</的任意简单可测函数， c 是一个常数， 0< c < l ， 且定义 
E n = {^1 /„( x ) ^ € s ( x ) } (tt = 1，2,3,…）， 

则每一 个艮是 可测的 f 且为了肴出 S 十等式， 考虑工 € Xi 若 

/ Cr > = ( K 则 7： eEH 若 / Gc >>0， 因为 r < l t 则 a ( jO </ G :) i 國此对某个 w ， 戈€£,+同样有 

[(#i—l »2»3t^O. ⑷ 

h 广 Js m Je m 

令 H — oo , 应用命題 1.25 _ 定理 1.19( d ) 于 <4) 的最后一个积分.结果是 

a ^ c | x 5 

因为(5>对每一个 C <1 成宣 f 故 

dj > J j d" 

对满足 0< s </ 的每一个简单可测函数成立，因此， 

a ^ [ fd ^ 


<5) 


(6> 


此定理从 （1), (2), (?) 得出. 

1 . 27 定理 若对？ 1 = 1, 2， 3，…， /,i X 峰[0, oo ] 是可测的，并设 

« ⑽ 

fix ) = 2 八⑴ (x X ), 


(7) 

■ 

a) 


\ fd M = X ； /▲， <2) 

ffi 明首先，像在定理 L 17 中一样，存在简单 可测函 数序列“:丨， （ U * 使得 / i ， 
5:一/^若1=/+<’则 sr - A + A . 单调收敛定理连同命题 1.25 — 起指出 

j^C/i +/s)^ = + - ⑶ 

其次，令 gN=/i + … + /n ’序列谂 J 单调地收敛于/，若我们应用归纳法于 <3)，可以 

看出 
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再一次应用单谰收敛定理，得到 （2). 这就完成了定理的证明. ■ 

若後# 是可数集上的 it 数测度，则定理 L 27是一个关于 非负实 数的二重级数的结论（它当 
riFi 然能用初等方法证明>: 

推论若对 f 和 2, 3, …成立，则 

» » no W 

= 22〜， 

1= 1 j ? 3 ^ I /通 1 s '™ 1 

L 28 法图引 I 理若对每一个正整数 《 X— <0, co] 是可测的，则 

[ < lim inlf^du ^ lim inff / fl d ^ (1) 

a) 中严格不等式是可能出现的，见习题 b. 

证明令 

g k ix) — mifi(x) (k — x X) f ( 2 ) 

则所以 

: U 2 J ， …）. （3) 

同时， o<A<g 2 < … ，根据定理 hi 4 ， 每一个私是可测的，且由定义 m 当 4 — 00 时， 
gl (x) 所以单调收敛定理指 _ ，当 ㈤ 时， （ 3 ) 的左边趋于（ 1 >的左逾 * 因此 


从 （3) 得到 a >. 





■ 

1, 29定理 

设/: X ^ CO , oo ] 是可测的，且 





^ p ( E ) ― ! 

/ d " 

E 

(E 6 SB ) » 

⑴ 

则 f 是 m 上的一 

个測度，且 







J /— J 

/外 

(2) 


对其值域在 [ 0 , oo ] 内的 X 上的每一个可測義数其成立- 

证明 设£>，艮， Ep …是 9 W 的不相交的元素，它们的并是 E . 考察 

Xsf ^ S 尤 〜 / 

J-i 


[M] 


和 




9( E ) = j^ZE/d/hfKEp = J x X E /d^ 

(4) 

于是从定理 U7 得到 




平 ( E 、 二 , ( Hj X 

产 1 

(5) 


^(0)—0 t (SX 证明 T 少 是一个测度. 

其次， （1) 指出对 EG 细.当时 （2) 总是成立抽_因此 (2) 对每一个简单函数 g 成立， 

而一般情况则从单调收敛定理可以得®* ■ 

评注定理 1. 29的第二个断言有时写成 
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= fdfi (6) 

的形式.我们不给符号 c ^和如以独立意义， （6) 仅仅意味着 (2) 对每一个可 測的欠 >0成立. 

定理 L 29有一个♦常重要的逆定理 * BP 銳东柯迪姆定理，将在第6 章给出 证囑. 

复函数 的积分 

像以前一样，在本 节里# 是在任意可测空_ X 上的正测度. 

I , 30定义我们定义 L 1 (^)是所有使得 

1 / I d^i < oo 

的、 X 上的复可测阐数/的集族. 

注意，像在命題 1.9( b ) 所见到的一样，/的可测性蕴涵着 I / I 的可测性_國此上面的积 
分是确定的. 

的元素称为（关于 p 的）勒贝格可积函数或称为可求和函教.指数1的食义将在第3 

章阐明， 

1.31 定义若 /-=*i + b , 这里《和，是 X 上的实可测函数*且/£!/( 〆 )》则对每一个 
可测集 E 定义 

f /d^u — \ u f — f i* - H" + ij v + dpi — if tT dp (1) 

J If ■ J E :- E J E J E 

像在 1.15 节定义的一样，这里，和/是 w _ IE 部和负部，/和 tr 从 p 类似地得到，这 
四个函数都是实的、可测的_非负的.因此，根据定义1.23, （1) 右边的四个积分存在_禰且 
有 \ u \<\ f \ 等等，所以这四个猶分的每一个都是有限的，于是（〗）定义了左边的积分 IJS 
为一个复数. 

有时候 ， 定义一个值域在 [一°°， 《>]中_可测函数/的积分为 

f / dj « = [ / ' — f /' dju (2) 

J E .J £" ■ J E 

也是合情合理的，只要 (2) 的右边的积分至少有一个是有限的，这时 (2) 的左边國是在[一°°，°°] 

_的一个数. 

1, 32定理傲/和 g GL 1 ( pi } , 且《和々是复数，则 a /+ 海 6 L 1 (戶），且 

(a/+ 禽)如 fd/x + p gd^ 

证明 可测性从命题 U ( C ) 得 aj . 根据 1.24 节和定理 1.27, 有 
J I 十 ~ 1 h ( 1 Of I I I 卢 I I 嚴 I ) 如 

=| a I f 1/1 知+1 芦| 丨 \ g \ dpt <^>, 

J x J x 

为证明 （1), 鼠然只要证明 

(/+ ^ f J /如 + 


⑵ 
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| = a / d 芦 (3) 

BP 可.并且着 《2) 对 iMp ) 内实的 / 和 g 成立 t 贝! 1(2) 的一般情形也即得出. 

假定这一点之膚》令 A =/+ g , 就有 

h + — fr 工卜 广 +〆 一 # 

或 

^ + 4- r + r ^ 广 + g + + h ~. ( 4 ) 

根据定理07,有 

JV + JV — |r ^| r + \^+\ h ， ⑸ 

_ _为这®积分的每一个是有限的，通过移项就可以得到《)， 

当從>0时，从命題 L 24( e ) 可得到 （3 X 利用关系式<一幻 + 容易验证当时、 
(3>也成立.对的情况也是容易证明的 3 若/=奴+4,则 

(i/)= J(m — — C — v) + i|u = - ju. i|n = if Jk + — ij/* 

这些情况同（幻合在一起，得到对任意复数〜 （3) 成立 * ■ 

1.33 定理 若 / eiU / i ), 則 

ll/^NL indf4 - 

证明 令^ [/如，因为 z 是一个复数，存在一个 复数心 |0|=1，使得奴=丨怎1. 

J K 

设 II 是 C ?/ 的实部，则《< U/I = I / I • 因此 

fdu — af fdpt — [ afdp = udft ^ [ I / 丨如* 

J X S K J X J ^ x 

因为前面 B 指出 J a / 如是实数，故上面等式的第三个等号成立. ■ 

我们用另一个重要的收敛定理结束这一节 - 

1.34 勘贝格控制收 敢定理 设{/„}是叉上的复可测函數序列，使搏 

f(x) = \imf n (x) ‘ 

Jl -*™ 

对每一个: r 6 X 成立. 若存在一个函教尽 SL 1 (声）使得 

| /”（工 ） |< 容0〉 （n = 1 山3，*“; x € X )， ( 2 


則 /6 L 1 (^) 


lim | / 4 —/ I dp 


，/冰叫/如. 


证明因为 I / I <其且/是可测的，故/€1^ (声)■因为丨 /* 一/丨 < 2 发，把法图引理应 
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用于函数 2 g — | /„-/] 得到 

Zgd ^ iim inf [ (2 g —\ / ra — / I )如 

J X 打 ™ J X 

=|^2gd^£ + lim inl(—| / B — / | d〆) 

= — lim supj^ | /, — / | d^. 

因为 f 2 g 如是有限的 ， 从两边减去它，便得 

lim supf I 一 / I ^ 0 4 ^5) 

J X 

若一个非负的实数 序列不 收斂于 0, 则它的上极限是正的，于是 （5) 蕴涵着 （3). 把定理 
1.33应用于/« — /, (3) 便蕴涵着 （4). _ 

零测度集所起的作用 

1.35 定义 设 JP 是对于点 z 可以具有或者不具有的一种 性质. 譬如， 若/是一个给定_ 
函数， P 可以是性质 “/(^)> E )% 着 {/ J 是给定的函数序列， P 可以是性质 “{/»&)} 收敛” ■ 

如果 p 是一个 代数®上的测 度， “ P 在 E 上几乎处处成立”(简记为 “ P 在 E 上 
a . e . 成立 。这句 话意味着：存在一个规， 使得# ( N ) = 0, NCE * 并且 P 在 E - N 的每一 
点上成立*当然“几乎处处，，这个概念_黹强烈地依赖于所给定的测度*当明确要求指出测度的 

时候， 我们将记作 e . 0]' 

例如，如果/和貧是可测函数，并且 

^ g(x)}) = Of 

我们说 /= ga ^, [芦]于 X 上，并记为/〜孚容易 宥出这 是一个等价关系.传递性 （/ 〜 g 和 
g ^ h 蕴涵着/〜 W 是“两个零测度集的并是一个零测度集”这一事实的推论. 

注意， 若 f 〜 g ， 则对每一个， 

l / d " = 1/^ (2> 

为了看出这点，设 AT 是满足《1)式的集 I 则 E 是£一扠和 Efl N 这两个不相交的集的并，在 

E — N 上/ ㈡ 轻，而 〆 Ef 1 N ) = 0, , 

于是，*般来说，零测度集在积分中是可以忽略的.“可忽略集的每一个子集是可忽略的二 
这个结论廬当是正确的，但是可能遇到一些集骐， ^( N )-0, 而它有 T ■集^不是职的元 
素.当然在这种情况下，可以定义 〆 = 仴是 ^ 的这种扩充还是一个测度吗？即，它还是 

定义在一个#-代数上吗？所幸的是，回答是肯定的. 

1,36定理後( X ， TO , p 是一个測度空间， SR . 是所有这样的 ECX 的集族，对于芯存 

在集4和芬€细，使得 ACECB , 且 〆 B _ A ) = 0， 在这种情况下，定义 〆 則 
是一个 a - 代教，且户是 9 KT 上的一个测度. 

H 为零测度集的所有子集现在都是可测的，这个扩充了的激度^称为宄备測度.代数 
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钡'称为 诹的# 完备化 4 这个定理说每一个测度都能完备化.所以为 了方便 起见，总可以假定 
任何给定的测度是宪备的；这恰好给出更多的可测集，因此，给*更多的可测函数.通常讨论 
中所遇到的大多数测度都已经是完备化的.但也有些例外 I 其中之一将在第8聿的富比尼定理 
的证明中遇到. 

证明酋先 我们来 验证#对每个 ar 是完全确定 

假设 ACECB ， 旦 〆 B — A ) 岛一 A , ) =0( 在这个证明中，宇母 A 和 I ? 
表示 沏的元 )_ 因为 A - A ^ CE — AtdBt — A , ，所以有 #( A — A , ) = 0, 从丽声04) = p ( An 爲）. 
类似地， 〆 拿 故可得 〆 A t ) 二 〆 A ). 

其次，我们验证 ar 具有代数的三个规定 ft 騰* 

{ 1 ) 因为 X €® 且 ffllcw ， 所以 X 6 9 T - 

(H ) 若 ACECB , 则 £TC ： f^CA\ 因为 — B e =A f nB 含 B —A ， 所以 £€ 顿’蓮涵 
(IS) 若烏 CE,CBu E^UE if A=UA" 则 ACECZB ， 并且 

oo » 

B- A ^ y (B, - A) CZ (J (B f - A,), 

1 3 

因为可数十零测度集的并还是零测度集，所以当 Rear 时就有 £e®r， 其中 i^i， 2, 

?> * …. 

最后，如果在 （iii) 步中的&是不顧交的，则集总也是不相交的，从而可得 m 

» W 

u(E) — "(A) = y^/j(A,) — Ej). 

S 1 

rm 这就证明了在 ®rip 是可数可加的， H 

L 37 就积分来说 * a^+ 相等的函数可以不加区铡，这个事实启发我们，扩大可测函数 
的定义是有 益的 . 如果 〆 并且对每一个开集 V ，厂 uv) he 是可测的，我们称定义 
在 i?€ 9W 上的函数 / 为在叉上可测 * 若对定义 / 《工） = 0 ，就得到在旧的意义 T 的 X 
的可测 函数 . 假如测度是完备的，在 P 上依照完全任意的方式定义/，仍可得到一个可测函 
数 - 在任何 Aea»±/ 的积分与 P 上 / 的定义无关，所以 / 在 P 上的定义甚至完全不需 

要指定 • 

有许多自然会遇到_情况，譬如，在实线上的一个函数/可以仅仅是几乎处处可微的（关 
于勒贝格测度），但是在一定的条件下，/是其导数的积分仍然正确，这将在第7章讨论■或 
者叉上的可测函数序列胃以觀仅是几乎錄处收敛；用可测性的新定义，这个极限仍是 x 
上的可测函数，我似没有必要_得把它缩减到实际收敛的点集上不可 * 

为了说明问题，我们叙述勒1格控制收敛定理的一个 推论. 其叙述方式容许一些测度为零 

的例外集. 

U 38 定理设 {/„} 是一个在 X上几乎处处有定艾的复可剜函教 序到， 满足 

裨 ■ 1 J 1 


则级數 


( 1 ) 
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/⑴- C 2 ) 

«=i 

对几手所有的 j 收敛， f€V (^),并且 

■ 对/本 ⑶ 

证明设氏是有定义的点集，園此#(次 ） = 0,对 x 6 S 。 PI 又*令 f ( T ) 。 

S I f „ u ) I •则 〆 SO = 0 -裉据 （1) 和定理 1.27, 

[<pdfX < ⑷ 

J 5 

着 〆 $》<«>}»从<4)得出 / i ( E r )=0. 对于每一个 4 T & E ， 级数 （2) 绝对收敛. 

若对 a ： eE，/CO 用 （2) 定义，则在 E 上 I fix ) | <, 9 ix ), 所以根据 （4) t 在 E 上 yHU / i ). 

若 gff = / l + ...+/ # ，则 | 仏 | 对研有的 - rGE ， 并且定理 1*34 给出了用 — 
£：代替 X 时的 （3) 式，因为 p ( EO 」0, 此结果等价于 (3). ■ QI ] 

注意，即使当/,在！的每一点均有定叉时，_(1)也只能得乎处处收敛，下面是 
另外一些情况，在这些情况中，我们只能引幽几乎处处成立的 结论. 

1*39 定理 

(a) 设/: X-* [0»oo] 是可测的， E 6 SR 并且 j^ /如 = 0,則 / = 0 a.e + 于 £ 上， 

(b) 设/芒!^ 1 !^》 并且对每一个 E €9 R - 有则 /-=0a.e* 于 X 上* 

( c ) 设 /€ L S ( 沁并且 

则存在一个常教 a ， 使得 af — | / 1 a * e * 于 X 上. 

注意， （ c ) 叙述了这样的条件，在这个条件下，定理 1.33 的等号成立_ 

谨明 

若 / U )>+}， 找=1，2, 3, 则 

^(AJ /<1^< J ^/ d/i - 0, 

所以 〆 A «>=0. 因为 { jc€A /(文= 偃響出（致). 

⑹令 f ^ u ^ rw , u ( s )^ Q }, 则 J / ♦的实部是 f〆 ‘因此 J ， d 广0， 

( a > 蕴涵着 ！; 十 =0 a . e , 类似地得出 

u = — — xT = 0 a . e , 

( c ) 考察定理 1.33 的证_，我们现在的假定蕴涵着在定理 L 33 的证明 中最后一个不等号实 
际上麵是 等号. 因此 f ( I / I 一欲蜂吨因为 I / I —必0, ( a ) 表明了 I / I ，賦这就是 
澈 ， Re af ^ I cr / I a * e . 因此 ， fl / 翠 1 炫 / I = I / I ，这威是所要的 结论- ® 
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1•綳定理假设 ；4( X )< c ^ S 是复平面上的一个 闭集. R 对于每一个 

双， fi ( E )> O r 平均值 

AeC /) =^> L ^ 

FW 1 在 s 内，則对于見乎所有的 xex , /<工） es . 

健明设4是在 s 的余集内的闭圆盘(餐如邋中心在纹旦半径 r >0>, 因穸是可数个这样 
的圆盘的并，故 M 需证明对就足够了. 

假设 〆 £：)>0,则 

I A t (/) — a \= "( 】尺 ) I j// —a)d" 

1 f ~ a 1 r ’ 

由 TA e (/》6 S , 上逑结果是不可能的.因此 〆 £)=0_ ■ 

L «定理设是在 X 内的可测集序列,满足 

« 

芝>(£*)<00, (1) 

卜 i 

则几乎所有的至多属于有限个集 

证明若 A 是断 有属于无限个的集，我们要证明 〆 A )，( K 令 

^( x ) — ( x ) ^ X )» (2) 

t=i 

对每一个. r , 这个级数的每一项或是0或是 1. 因此， x € A , 当且仅 = 根据定理 
!.27 f g 在 X 上的积分等于（1)的_‘于是 g € L *( p ). 所以尽 ( x )<^ a . e . ■ 

习题 

1. 岳否存在一个仅具有可数个元素的无限代数？ 

2. 对站个函数证明奚似定理 1 S 的结果」 

3. 若/是在可测空间 X i 的实函数 * 使得对每一个有理数^ 

{ x % fix > ^ r } 

是可测集，《_ /是可测的. 

4 . 设 UJ 和此}是[一 w] 内的序列，证明下剌结也 

Ca> l，p (-…七土一 

Cb ) + If pL 

假定这■和中没有 00 — 形式， 

Cc > 对所有的？ J , 则 

lim inf a m < lim 

笔 r * 漁 i — 麵 

r ^ Y ] 举例说明在 （W 内严格不等式能成立. 

「)_ Ca ) 设 /* X ^[ — 的]和 gs X #[— 0， 的]都是可測的’证明集 

Ut /(:> < g(JT>hU: /(■=) = g<^) 
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是可 测的. 

( b ) 证明实可测阐 数序列的收敛(具有有限极隱)点集*可测集. 

6.设 X 是一个不可数集， 棚是所 有便得 E 或 E ' 至多是可数的集 Ed 所组成的集族.在第一种悄形下定文 
ME )=0, 在第二种情形下定义 〆 £) = L 证明餌 是尤内 韵$™代数，# 是觀上 的一个测度+描述对应的可 
测函数及其积分， 

1. 假设对 《=U 2* 3, +“， /_ s X — [0, a ] 是可測的 + 对每一个 当 ir - oo 时 

/, U ) +/⑴,且/_€1(户).证明 

并且指出若省去条就得不出这个结论来 ， 

8. 若 it 是奇数，令/« = 1,若《是偶数. 令人 = 1—4,这个例子与法_引理有#么关系？ 

9, 假设# 是 X 上的正漏度 ， /i X --[0» ⑷]是可测的，^/如〜，其中 0< c < m ， a 是一个 常数. 证明 

若0 < a < 1 ， 

iim f / ilog[I + C />.?!)*]♦ ― < c 碁 a = 1* 

I 0 若 1 < a < 

提示：若被积函数受 a / 控制. 着^<1，可以应用法图引理 ■ 
m 假设 〆 叉)<印， {/*} 是： r 上的一个有界 M 可测闲数序列，胜 /■_/ 在叉上是一 敦的. 谨明 

lim [ f^djx = [ 

Jj £ 

井且指晒假设不能省略. 

1 L 证明在定理 1.41 中 

油 « 

a 一 n u e ” 

1 I^h 

mA . 证明此定理无黹涉及戮分 * 

12. 假设证明对每一个 e > CK 存在-个3>0使得当 〆 E )<3 时，£ 1 /丨 如<1 

13. 证明命题 L 24( c 》 在吋也戚立了 
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向置空间 

2 . 1 定义复向量空 W (或复数域上的向 M 空间）是一个集 V ，它的元素称为向量,在充素 
间定义了两种运算，一种称为加法，一种称为标量乘法，并满足下列熟知的代数性质： 

对于〜 对肉童 X 和 y 对应着一个向量 je + j ， 并满足和 jt + (” s ) = ( jr ~ hy ) + 
q V 包含唯一的向量 CK 零兩量或^_原点），使得对每个1夂0=1并旦对每个 jt € V , 
对应着唯一的向 歡_1 使得 jc-H — #) = 0. 

对于每 对 u , X ), xev , a 是一个标量（在这个上下文中，标量的意思就是复数），对应 
着一个向量 ㈣ ： ev , 满足 a (声 ）= (#) A 以及两个分 ffi 律； 

ct(x-\- j) = aX + aj? , ((? 0) X — ax + (D 

向量空间 v 到向量空詞 vs 的线性变换是 v 到％ 的一个映射 a ， 使得对所有 I 和 

一切的标量〃，/?，有 

Aiax - J - -- aAx -4- j ^ j , C 2) 

在％是标量域的特殊情况下（除了仅由0组成的平凡场合之外，这是最简单的向量空间的例 
子 h A 称为线性泛函> 因此，线性泛函是 V 1 : 的、满 M (2) 的一个复函数， 

注意，若是线性的，我们常常用记号似，而不用 AU ). 

当然，上述定义无论用任何一个域代替复数域都是适用的*除非明确地指出是相反的情 
形，否则本书中的向量空间均是指复向量空间.然丽， 有个 値得注意的 例外； 欧氏空 
是实数域上的向量空詞* 

2. 2 作为线性泛函的积分分析学充满了_量空间和线性变换，并在以积分为一方、以线 
性泛函为另一方之_有一 种特别 密切的关系. 

例如，定理 1 . 32 证明了 L 1 4 ) 对任何正测度 / i 都是一个向量空间，而映射 

/-{/^ ⑴ 

是/.」（#)上的一个线性泛函.类似她， 如果# 是任何有#可测函数，则映射 

/-巧户~ {2) 

也是上的一个线性泛函：在第6章中，我们将看到，在某种意义上，泛函 （ 2> 是 C ^)± 
我们唯一感兴趣的一种泛函. 

另一个 例子是 • 设 C 是单位区间〖==[0， 1] 上一切连续复函数的集，两个连续函数的和是 
连续的，一个连续函数的任何标量积也是连续的 ■ 因此 * c 是-个向量空间_如果 

油 (/ec) (3) 

是通常的黎曼积分，则 a 显然是 r 上的线性泛函 I a 有一+隱带的有趣的性质 t 它是一个正的 
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鐵性泛函、也就是说，当/>0 时， 有成/ 

我们当前的任务之一仍然是构造勒興格测度.根据 F 述观察得知，此构造可以建立在线性 
泛函 （3) 的基鵷之上 t 考虑开区间和定义在 J 上的这样一类函数 /€ C f 它满足 
而对所有不在 U , W 中趙 h 对所有这样的/, 有 Af < b _ a ， 然而，我们 

可以选择/,使得 A / 如所希望的接近6—因此，«的长度（或测度）是和泛函4的值密 
切相关的. 

从更一般的观点看.上述观察引出著名的并且极为重要的里斯 ( F . Rksz ) 定理 t 
对 C 上的每一个正线性泛函都对应 J 上的一个有限正博雷尔测度；^使得 

Af = j / d ^ (/6 O , (4) 

(逆定理是显然釣 ：若# 是 J 上的正有限博雷尔测度 ， A 由 （4) 式定义*则 A 是 C 上的一个正线 

性泛函 .） 

显然，用尺 1 代替有界区间 I 是有趣的*如果我们只考虑妒上的那些在某整有界区间外取 
值为零的连续函数（例如， 这籠函 数是黎曼可积 _), 就能做到这一点.其次，多个变量的函数 
常常出驅在分析中 > 因此，我们应 该由硭 扩充到结果是里斯定理的证_几乎不作任何 
修改仍然成立*而且， 它表明 把 W 欧氏性驗（坐标、正交性等等）在证明中并不起什么作用； 
事实上，如果对它们考虑得太多，反而会遺成妨碍.对于证明来说，实质性的东麵是把的一 
些拓扑性质（这是自然_，因为现在我们讨论 W 是连续函数 >. 起决定#用的性賴是局部紧性： 
及〃的每…点有一个邻域，它的闭舊是紧的. 

因此，我们将在很一般的情况下建立里斯定理（定理 2.14). 勒贝格测度的存在性于是就 
作为一种特殊情况而 得到. 希望关注更加具体情况的人，可以轻松地跳过下述关于拓#学预备 
知识的那—节<其中最有趣的—段是乌雷松引理 ； 参看习题3)，也可以用局部紧度量空间甚至 
用欧氏空间来取代局部紧豪斯多夫空间，丽不至于失去其主要思想_ 

还应该提及的是 * 存在一些情况，特别是在概宰论中，测度是在没有拓扑结构的空间上幽 
现，或者是在非局部紧的拓扑空间上出现一个例子就是所谓的维纳测度，它将某些连续函 
数的集对应于数并且 是衝究 布朗运 动韵基 本工具 * 有关这方面的论题将不在本书中讨论 ■ 

拓扑学预备知识 

2,3定义设 X 是像 1* 2节所定义的拓 扑空闺 ■ 

( a > 集是綱的，如果它的余集耵是 开的. （因此，0和又是闭集，闭集的有限#是 

闭集，闭集的任意交是朗集_ 

( b ) 集 ECX 的闭包 E 是 X 中包含 E 的最小 闭集. （下述推理证明丫 E 存在：兄中龜含 E 

的所有闭子集的集族 n 是_ 空的， 因为 xesi 令 E 是 D 的一切元素的交 . ） 

集 KCX 是紧的 ， 如果 K 的每个开權盖包含有限子薄盖.更明确®，此要求是 t 如果 
是开集的集族，它们的并包含冗，则彳的某个有限子 族的并 也包含 K - 
特铡地，如果 X 本身是紧的.则 X 称为紧空间. 

cd > M pex 的一个邻城是 X _任意一个包含/«的开子集，（使用这个词并不是十分标准? 
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有些人对任意包含一个含的开集的集使用 4 > 的邻域”这个词 .） 

Ce ) X 是一个豪斯多夫空同，如果下述条件 成立： ^ peX , q € X , 且声乒 g , 剌 i A 有一个 
邻域 Ci , g 有一个邻域 V \ 使得 t / flV =0. 

( f ) X 是局部紧的，如果 X 的每一点有一个邻域，它的闭包是紧的. 

V . 然，每个紧空间是局部紧的. 

我们啣顾一下海 S - 博啻尔定理： 欧氏 空阈耙 的紧乎集恰好是那些闭的高且有界的集 
([26] 0 ,定理 L 41). 由此定理容易得到 ： 记是局部紧的豪斯多夫空闻 * 而且，每个度量空间 I 
也是豪斯多夫空间. 

2.4 定理在拓扑空间 X 申，设 K 是紧的而 F 是闭集 _ 如果 FCK ， _戶是紧的. 

证明如果是 F 的开搜盖 ， W = P ， 则 { W } LHVJ 覆盖 X ;函此，存在有限集族 
{'} 使得 

KC w u U "* U V ”. 

于是 

FC ； T/ ei U … U _ 

推论若而 B 有紧闭包，則 A 也有. 

2,5定理设 X 是豪斯多支空>1 KC ' X , K 是紧的，且 p 6 K % 则存在开集 U 和评， 
使得 K 匚 w , 并 _ a , cjnw ;0. 

证明设 由觳 铋多夫分离公越锥出存在不相交的开集 K 和 v t ， 使得 pe%，ge 
因为 1 C 是紧的，存在点 a ，…， q . eK f 使得 

KC、U … U 


通过集 

u = n … rv \ _ w = u … u v ，， 

定理的要求得到 满足. " 

推论 

u ) 豪斯多夫空间的紧子集是闭集- 

( b ) 在豪斯多夫空间中，如果 F 是闭集， K 是紧的，則 F (1 K 是紧的+ 

由推论 ( a ) 和定理4就得到推论 （ b ). 

24定理设彳 KJ 是豪斯多夫空 间紧 子集的集族， njf Q = 0, 卵 HD 族中存在有限个 


集，它 n 的交也是空的. 

证明令固定的 r - 个元素 Ki . 由于 K ：1 S 有点属于每个 K »， {VJ 是 JC , 的 
一个开*盖._此，对某个有限集族 i %)， 有 K 】 C \^ U … UK ， 由此得到 

Ki n n … n 国 

2*7 定理嫌 1/ 是局部紧豪斯多夫空间又的升集， Kcx r , k 是紧的，则存在一个具有紧 
聞包的开集 V ，使得 


o 衢号数字请者参暫书 ■ 
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KdV ( ZV (^ b \ 

证明由于 K 的每个点有一个闭包是紧的邻域，而且 K 被这些邻域 W 有哏并 所覆盖，因 
此 K 便位于一个闭包是紧的开集 G 内.如果 l /= A ， 麵取 V = G . 

否则，令 c 是 [/的 余集.定理 2. 5表明，对每个 per 对应一个开集 Wp 使得 
和户任因此，声取遍 c 时， （ cn 5 nwj 是一个紧集飾集族，其交是空集.由定理 2. 6, 
存在点 Pl * …， Pn & ^ * 使得 

c n 5 n U … 0 + 

因为 

y ctg n n - n 

这时集 

v = Gf)w, x r] - n w, n 

具有所要求 W 性质， ® 

2,8 定义设 / 是拓扑空间上的实函数（或广义实函数 h 如果对每个实数心 { x s /( x )> 
a } 是开的，则称/为 T 亭连续的. 如果对每个实数 a ， {a /(■ rXd 是开酌，则_/为上半 
连续的. 

显然，一个实函数是连续的，当且仅当它同时是上半连续和下半连续的 • 特征函数提供了 
[37] 半连续函数的最简单的例子 1 

( a ) 舞集 的特征函数是 下丰连续的. 

( b ) 闭集的特征函数是 上半连 续的. 

下述性质几乎是定义的宜接推论 | 

( c ) 任意下半连续函教的集族的上确界还是下半连续的，任意上半连续函数的集族的 T 确 
界还是上半连续的. 

2.9 定义拓扑空间叉上_复函数/的支集是集 

{ x £ /( x ) ^ 0} 

的闭包.记1上支集是紧的所有连续复函数的集族为 

可以看出， C ( x ) 是向量 空间- S 是基于以下两个事实 * 

( a ) /+gi 的支集位于/的支集和 f 的支集的并内， W 紧集的任意有限并是紧的 ■ 

( b > 像连续函数的标量倍数一样，两个连续复闲数_和也是连续的 ■ 

(定理 1.8 的叙述和证明 当用* 连续函数”代替“可_函数' 用“拓扑空间”代替“可测空间” 
时扔是成立的 | 取少 U ， f ) 二 s + f 戒中 0 = si ， 证嘆连续函数的和 与积是 達续的 * ) 

2,扣定理 设 x 和 Y 是拓扑空阑，并设乃 X — y 是连 续的， 若 1 C 是 X 的肾子集，则 

/( K ) 是紧的 * 

证明若{ V 。}为 /( K ) 的一个开覆盖，_彳厂 1 ( Y *)} 是 K 的一个开 複孟. ？逢，对某些 
%，•,,，％，有 KC/UJU … U 广 OV， 國此 * /(K)CK_ ■ 

推论任何 /€ C f ( X ) 的值域是复平面的一个紧子集 ■ 

事实上，若 JC 是 /6 C f ( X ) 的支集，则 /( X ) C /( K ) U {0}. 若 X 不是 紧的， 则 oe 
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/(X).但0不一定属于 /(Kh 这由簡单例子即可看出. 

记号在本章 * 将使用下述约定 * 记号 

K<f ⑴ | 

表示 k 是 x 的紧子集， feQ ( x ), 对一切 o</(x)<i, 并对一切 xex, /( x ) = l 
记号 

/<¥ C 2) 

表示 v 是开集， /eacx), o</<i, 并且/的支集含于 v. 记号 

K < f<V ⑶ 

表示 U) 卵 （2) 都成立. 

2-1% 乌雷松引理设 x 是局部紧的豪斯多夫空闽， v 是 x 中的开集， Key ， 商 k 是紧 
集， 則存在 一 个 / ecux ), 使得 

K < f < v . ⑴ 

按 特衝函 数的说法，这个结论断言存在一个连续函教/，满足不等式“</<义 V * 注意， 

容易找到半连续函数满足此不等式.例如， K 和： Cv* 

证明 令 r \=0, 而 r 3 ，n，r s ， …是 (0，1) 内的全体有理数的一种排列.由定理 

2. ?, 可以找到开集 K 使得％是紧的，并且 

K (= Vi C Vi C Vo ^ CV 0 ClV . ⑵ 

设并且 V n 已按这样一种方式选择好，使当 rv<n 有 K f CV rr 数 
…, 匕 中的一个(例如 ri ) 将是小于 r s+1 的诸数中最大的那一个，另外，例如0将是大于〜+1的 

诸数中最小的那一个，再由定理2, 7,可以找到^^ 3|1 ，使得 

继续 T 去,我们得到一个开集族 dh 对[0,〗]中的每个有理数 r， 都有如下的性质： 

KdV , , y 0 CF , 每个1是紧的，并1 

当 s>r 时，％ d . <3) 

定义 

和 

/ — sup f r » g — inf g s * 

定义 2, 8 的评注表明 / 是下半连续的，丽 S 是上半连续的，显然有当 K 
时，并且/的支集在％中.下面证明/=总以完成本证明. 

仅当 r>St # Vr , x 视时，不等式 / r U)>g ,00 才可能成立.但是蕴涵着 

V s . ■ 此，对一切 r 和3，有/,<於，于是/<容- 

设对某个工， /UXgCx), 则存在有理数 r 和“使得 /( xXrOCgr ^ X 因为 /( d <〜 

我们有園为我们有工由（3)，这是矛盾的，因此，/_ 
2* 13定理设 V \ T …， V fl 是局部紧豪斯多夫空间叉的开子集， K 是絷的，并且 


j r 若 : c € VV _ Jl 若立 6 1 

\ o 若 I 隹 v r gt X ^ \ 5 若 I 
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KcR U … U V H , 

则存在函数心2»…， Ji )， 使得 

办！ O ) + …+ = 1 (x $ K ). ( 1 ) 

因为（1)，集族 ，…， 称为 K 上的从属于覆盖彳 ，…， V H } 的单位分解_ 

证明由定理 2. 7,每个 : re K 有一个邻域 w ,, 具有紧闭包，对某个 £( 依赖于 T ) 
成立 T 存在点 a , 使得 W ^ U … UW a ] JC 对令札是含的冒$釣 

1 m J 

并.由乌雷松引理，存在函数幻，使得定义 

hi ^ gif 

ht 画 (1 一 gi)gz * ( 2 ) 

##* 

h n = (1 — 篡2 )… O —}gnf 

则由归纳法，容易验证 

hi + h 2 + * ,H, + A ffl = 1 - (1 — gi )(1 — 容 2 ).**(1 一 A). (3) 

匯为 KCIH , U … Uft , 故对每一点： 6 K , 至少有一个 g , 心> 因此， （3) 证明了 （1) 成立. ■ 


里斯表示定理 


2 . 14 宸理设 X 是局部紧的豪斯多 夫空闻 ， A 是 C e ( X ) 上的正线性泛遂，则在 X 内存在 
一个包含 X 的仝体博雷尔集的代教《»，并存在 ® l 上的唯一一个正测度心芦在 T 迷意义上 
表示 f A : 

(a) 对每个 /&C ( (X) t A/’ / 知 * 

J X 


[40 l 并有下述的附加性质： 

( b ) 对每个緊集 KCX ，^ CKXoo . 

( c ) 对每个 JE € SDl ， 有 

f (E) -= mfi / iCF ) ： E 匚 是开集)、 

( d > 对每个开集 E 或每个而 p ( E 》<°°， 有 

fi(E) = sup {/ i ( K ) : If C U 是紧集 L 
( e ) 若 £€蛾， ACE , 并且 #(£) 泣0，則 AeWt 

为清晰起见， it 我们进一步明确一下假设申“蓋”字的含义： A 被假定是复向 f 空阔 CA^O 
上的一个浅性泛函，具有如 T 的附加性质，即对每一 +取值为胙 ® 实教的函教/， A / 也是非 
负实数，简言之，若 /( X )[[0, ㈤ ）， M A / e [0, oo ) # 

当然， （ a ) 是最感兴趣的一个性质.定义 OT 和#之后，在证明明是。_代数、 〆 是可数可加 
的过職中，（1>)到 （ d ) 也就会建立麵来_我们销盾将看到《定理 2 . 18 )，在“合理的免间 X 内’ 
每—个满足 ( b > 的博雷尔测度也满足 （ e ) 和 （ d ), 并且在那些情况下，实际上对每个 E 6 TO , ( d > 
一定成立.性纖 < e ) 仅说明，在定理 1*36 的意义下，（ X ， 钡， / I )是一个完备测度空间甲 
在这个定理的整个证明中 * 字母 K 表示 X 的紧子集， V 表示 X 内的开集. 
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我们从证明 p 的唯一性开始.如果#满足 ( c > 和 ( d )， 那么显然# 在职 上由它在紧集上的僮 
所决定.因此，当#和@是满 M 定理的测度时，只要对一切 K , 证明够了. 

于是，固定 Kil e > CL 由 （ b ) 和 < cO , 存在使叫00<埤（10丨由乌雷松引理，存在 
f ， 使得 K </< Vi 因此， 

糾 （K )= \ x X K d^ < f fd m - A/= f / 如 

J X J X 

^ \ ;/| 2 ( V > < | i 2 ( K ) re . 

这样， ^( kx ^( K ), 綷和内互换，就会得到相反的不等式，从丽证明的唯一性， 

上述计算还附带地证明了由 （ a ) 可推得 （bh 

卩和铟的构造 

对 X 中的每个开集 V ,定义 

"(V) = sup{A / 5 f<V], 0 ) 回 

若 Vd , 显然⑴蕴涵着 〆 ％)< 〆 ％)■因此，着 E 是一个开集，测 

〆 £：) = mf {^( V )： EC y»V 是开集 h (2> 

并且对每个 ECX , 由（ 2 )来定义 〆 R 和 （1) 是一致的. 

注意，尽管对每个 ECZX 定义了 p ( E )， 但 p 的可数可加性将仅对 X 中某个 S -代数 M 证明， 

是—切 ECX 飾类， 这里 E 满足两个条件， 拜 (£》<⑺，以及 

p ( E ) — sup { fi ( K ) : 1^(^£[尺是紧的}. (3) 

最后，令 JR 是一儀 ECZX 的类，这里£对每个紧集 K 有 Ef|Ke W F - 
证明 和® 具有所要求的性质 

显然# 是皁调的，即 ACB 时，有 〆 A )^ t ( B ) r 而且 〆 £> = 0蕴涵着和它690(1 

因此. （ e ) 成立，且根据定义 ( c > 也成立 • 

N 为其他结论的证明相轰长，把它分成若千个步骤来证比较方便. 

看出， A 性蕴涵着 A 是单调的：/<€蕴涵着達是显然的，因为 = 

Af~t A(g _ /) JB. g — 此单调性将用于步驟 II 和歩骤） C - 
0 m I 若巧， £ a ,，. •是 X 的任意子集，則 

4 U &) 爲)+ ⑷ 

i-I ■ = 1 

证爾首先证明若 K 和 A 是开集，麵 

uv 2 ) <〆 ％ )+〆％), (5) 

选择由定理2, 13,存在函数 M 和樾，使得 • 并且对 g 的支集内的一切工， 

有 + = L 因此， g - hig + h 2 g f 从丽 

Ag 二 A(Aig) + A(ftaf) 《戶 (V: )+#0^)- (6) 

因为 （6) 对每个都成立 * 由此得到 （5). 

若对 某个“ 有 〆 氏卜°°，则⑷显然为真.因此，设对 每个“ 有 〆 ( EiX ™. 取 e > o . 

由 (2), 存在开集％3氏，使得 
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I 42 1 /je(V)) <1 ^(E,) + 2~'e (i -= 1 ， 2,3〆**). 

oc - + 

令¥=11%并选择/<1因为/有紧的支集.可以看出对某个 W /< VtU - UV ^ 

1 

对 （5) 应用归纳法，于是褥到 


U U …瓦） + r . 

_为对每个此不等式成立，且 UKCV ， 由此得到 

m fXh 

片 (y e s ) 2>(瓦) 十 o 

由于€是任意的，故证明了 （4). < - ■ 

步骤 U 若 K 是紧的，则并且 

^ i ( K ) = mHAfz K </}, ⑺ 

由此就得到定理中的 （ b ). 

ffi 明 若 K < f , D < a < l , 令 V a = U :/ U )> d ， 则 KCK ， 并且当 反 - O ^ 时， ag < f ^ 


因此 


fi ( K ) < fi(VJ ^ sop { il ^ ； ^ < VJ < a l Af , 


令找_1，最终得到 


M ( K )^ Af , 


⑻ 


國此， 〆 K )0=, 由于 K 显然满足《)， JC €® r . 

着^>0,则存在 F ] lf ， 使 MVX/KiD — i 由 乌雷松引理-存在/，使尺</<^因此 

Af ^ / AV ) < pt ( K ) 4- z » 

由此式并结合 (8) 式，就得到（7〕_ ■ 

步 骤1 每个开集都满足 （3 X 因此，包含每个洪足一 10<如的开集％ 

证明令这是一个实数，使得 a < j ^( F >. 存在一个使 a < A / 的 /<[ 若 VT 是包含/的支 
集 K 的任意一个开集，麵/<界，从丽在/<^霄>.因此， A /</ i ( IO * 这就表示有满足《< 

一 K ) 的紧集 KCV , 于是对于 V ， （3) 戎成立. ■ 

«• 

步骤 IV 设私，其中 Ep 私. E 3 ， …是® F 的！不相交的无素 * 則 

i ™ 1 

fl(E) = ⑻ 


圓 


并且，若 〆 e)<oq ， 则 Ee 9 R f . 

证明我们&先指出，若&和是 不相交 的紧集，则 

fi(Ki U Kt ) — //( Ki ) +/ j ( K 2 ). ( IQ ) 

取 e >0* 由乌雷松引理，存在 / eq ( x >, 使得在仏上/(尤）=1、在 K , 上 / u ) = o , 并丑 

0</<1,由步骤 II ,存在 g 使得 

Ki U 心 < 和 ^ U < p(Kt U K 2 ) +£* 

注意]^</藏和 K 2 < a —/) g . 因为 A 是线性的，由 （8) 式得到 

^( Ki ) + fx ( K z ) <, Aifg ) + A ( g~fgy = Ag < fi ( K , U K 2 ) +e 



正博雷尔测度 


35 


由于 t 是任意的，园此由歩骤 I 得到 （10). 

若# E ) 则由步骤 I 得到 （9), 因此，设 〆 E )< oo , 并取 E >0. 因为艮6肌 r ， 存 
在紧集 H ^ CIE ,， 有 

fi(HJ >叫）一2、 (i - 1,2,3,…） • (11) 

令… U 队，并对（10> 应用归纳法，得到 

"⑻ >"( K S >= > ^^( E ,)- e . (12) 

i =1 

由于对每个■每个$>0, （12) 戚立，所以 （9) 的左边不小于右边.于是从步骤1得到 (9), 
但是，当 〆 £)0 而€>0时，（ 9 )表明，存在某个 N 使 

V 

piE ) < (13) 

1 

由 （ m T 就得到 〆 +2^这就证明了 e 满足 (3) s 國此， Eem ,. m 

步骤 V 若1?6职,和 £ >0»則存在紧集 K 和开集使得 KXZECTV 
证明我们的定义表明.存在 KCE 和 VIDE , 使得 

V ) — | < f £( E ) < / i ( K ) + 音* 

園为 f - k 是开集，由步骤 [ d , v — Kea » r . 于是步骤 iv 蕴涵着 

声（尺）十 〆 v — jo 二户00<声（10十 m 

步骤 VI 如果和 B €9 K f ， 则 A — B 、 AUB 和 Arts 均属于 TO f . 

证明如杲步骤 V 表明.对#1, 2,存在集 K 和 V a 使得1^€1為^^， K ,[ B 〔 
V £ , 并且 〆V , — KXc . 由于 

A -B<^V l ~K, C ： (V, -Kj) U (K, -V 2 ) U {V t - K 2 ), 

步骤 1 表明 

fie(A —= B ) ^ E+^iCfCi 一 V2 ) + e * 04) 

因为是 A - B 的紧子集， （14) 表喔 A - B 满足 （3)， 所以 A — B € 9 «p 

由于 AUB=(A — B ) UB , 应用步骤 W , 可证明 AUB 6®^ H 为 —( A — B >， 

也有 瓛 卜 發 

歩嫌 I 狃是 X 中包含所有博雷尔集的炫-代数. 

证明令 K 是 X 内的任一个紧集. 

如果 A 6 OT ， 则 A c nK = K -( Af ) K ), 于是 A ， 门 K 是的两个元素之盩， 因此， A r H 
K 6 3 Hf ，于是可以得出结论 s A 6 OT 蕴涵着々€ 

nr - 

其次，设 A :; Ua " 这里每个 A.e 沏.且 
1 

B „ = {A n n K) - (B s U U D in - 2,3,4,-), ( 15 ) 

那么，由步骤 VI 知 < BJ 是 OTf 中_互不顧交元素 _ 序列，且由步骤 I ?得到 
AflKeSfR .-- 园此， A 6 ®t 
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最后，若 C 是闭集.则 CflK 是紧的.于是 C 6 W , 特别地， XGTO , 
这样，我们证明了职是 X 中的一个^…代数，它包含有 XW 全体闭子集，故®包含 X 内 
的全体博雷 尔集+ ■ 

步賺 1 Wy 拾好由那些使 / H £：)< w 的集麯所 组成. 

这蕴涵着定理中的 （ d ). 

证明步骤 n 咖见蕴涵着对每个紧集 k . EHKemy , 因此 ， Kem 
反之， ® E 6 9 Ri ^( E )< o =, 并取 e >0. 这时，存在开集¥〕£：，丽 〆 由步骤 m 
和步骤 V ，存在紧集 KCV f 而 〆 y - iO < e . 因为 £ flKeSR F ， 存在紧集 HdEflK ， 而 

f {e n k> <//(h)+€. 

因为 EC ：( EnK ) U ( V - IO ， 由此得到 

〆 £)< 〆 £ n K ) 十 〆 V — K >< p ( H )+2€， 

这就蕴涵着 ■ 
nn 步_汉 # 是 m 上的一个测度. 

证明直接由步骤 W _ 步骤™得到户的可数可 加性. ■ 

步骤 Jt 对每个 A /= \ jd ^ 

这就证明 ru ) 并完成本定理. 

证明 显然，对实的 /证明 就够了 • 而且，对每个实 /6 C f < X )， 只要 ffi 明不等式 

A /< J / 知 < 16) 

也就够了_因为，一 aas ) 成立， a 的线性表明 

- A / - AiK ~ 飾 — 


此不等式和 （16) —起風明 （ lo 的等号成立 * 

令 K 是实/€“（>0的支集， U , W 是一个包食/的值域的区_(注意定理 10 的推论 

取 S 〉 tK 并对 i = Q ， … * n 选择 yn 使得;^一2卜 i 和 

<a< yi < ― < ^ (17) 




令 


E c = U t y h x 0 K ii - (lg) 

由于 / 连续， / 是博雷尔可澍的，因此集⑥是不相交的溥雷尔集，它们的并* 于是存在 

开集 ％： DE ,， 使得 

fiiVi } <C j «(^) H - ^ ( i = l ,2*,”’ m )’ （19) 

并对一切 x ^ Vi , 有 / UX % 十 f * 由定理 2. 13, 存在函数使得上有 = k 
因此 / = 并廬步骤 D 表明 

pc ( KXA ( Sh ,) — SAh it 

由于九 /<($+€> 在 E | 上力 €</( 工），我们有 
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a /- 汍 /) < E (% +€) 肌 

i ■ I 1—1 

= 全 （I a | + % + e)M ； —I a I y]Ahi 

■ ™ i j - t 

^ ^2 (I a I + yi + e)[j^(E E ) H- e/« ] — ] a \ ^{K) 

i = l 

= 2 - €V(£.) + 2 m (K) + 2 ( a l + y+e) 

t=l ^ J—1 

^ J ,/ d/y + -\-\ a 丨 

因为 c 是任意的_故 （〗6) 成立，定理证明完毕* _ 


博雷尔测度的正则性 


2,15定义定义在局部紧的豪斯多夫空间 X 的 全体博雷尔集组成的 e -代数上的测度；!称 
为 X 上的博雷尔 测度， 如果 " 是正的，并且一个博雷尔集具有定理2, 14醜性质 （ C ) 或 
( d )， 我们就分别称 E 为外正则或内正则的_如果 X 内的每个博雷尔集_时是外正则和内正则 
的，则称"为裘则的. 

在里斯定理的证明中，每个集 E 的辨正则性是在枸造的过程中建立的，而内正则性_仅 
就开集和 〆 £)< oo 的£€钡作过证明.产生这一缺陷是自然的.在定理 2*14 的假设下，我们 
无法证明^的正则性 s 习题17中介絪了一个例子 • 

然而，稍强的假设确实能给出一个正则测度，定理 2. 17指明了这一点.定理 2. 18说明， 
如果我们把假设更特殊化一些,一切正则性的问题都会消失干净* 

2,16定义拓扑空间中的一个集 E 称为紧的，如果£是紧集 的可数 并. 

对于测度空间（测度为#>中的一个集 E ， 如果 E 是集艮的可数并，而 〆 艮）<°°’那么称 
£有 a -有限测度 ■ 

俩飾，在定理2, 14所述的情况下，每个 cr - 紧集有0-有限测度.另外容易看出，如果 EG 
W , £：有 a - 有限测度，则 E 是内正则的. 

%, if 定理 设 X 是局部紧、 tf -贤 的豪斯多夫空若田 I 和户 都像定理么 I 4 所叙述的那 
榉, 则钡和 /4有下述性质： 

( a ) 若 E 6 9 W 和 e >0, 则存在闭集 F 和开集 V 使得 FCECV 且 〆V — F )< e . 

( b ) " 是 X 上的一个正则博雷尔测度， 

( c ) 若职，则存在集 A 和 B 使得 A 是一个 h 集， B 是一个集 ， ACZEC 3且 


户 （ B _ A ) = CK 

作为 < c > 的推论，我们看出每个 3 R 是一个 F 。 集和一个测度为0的集的并 * 

证明令…，其中艮是 紧的- 若 Ee 領且 e >0， W \ 

并存在开集％ r >/ c „ nE , 使得 

"(V_ —(K w f\E)}<^ = …)， ⑴ 
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若 则 y—E 匚 U ( V rt — dflE ))， 于是 

fi(V — E) < 

用耵代替£，并把此结果用到耵上 I 存在开集 W 3 耵 使得 〆 w _£0< f . 若 
则并且 £ — F=W — 于是得到 ( a >. 

因为 F 二 U ( FnD ， 每个闭集 FCX 是紧 W , 因此， （ a ) 蕴涵着每一个集 Ee ®* 是内 
正则的.这就证明了 （ b ). 

对 c = 2, 3,…）应用 （ a ). 就得 到闽集 G 和开集％，使得巧 CEC 兄并& 

^( V ,- F / Xl / i ， 令 A—UG — fllV ” 则 ACETCB , A 是-个集 ， B 是…个 Gs 集，并 
且由于 B — ACIV , — Fj ， j = 2，3，…，可得 〆 B — A )=0. 这就证明了 （ c ). ES 

2,薦定理是局部紧的豪斯多夫 空闹. 其每 I 开集是〜紧的.设 A 是 X 上的任一 
个正博雷尔_废，对每个紧集鬣，有 A (/0<™* 则 A 是正则的. 

_ 注意,每个欧氏空间记满足现在的假设，國为纪中的每令开集是_球的可数并， 

证明对 /6 CJX ), 令 A /= [ /抵因为对每个紧集 K , A ( K )<™, A 是 CUX ) 上的正 

J 3 f 

线性泛函，并且存在正则测度 p 满 M 定理 L 17的结论，于是 

L /dA = \ x fdM </6 C (X)y ⑴ 

我们梅 ffi 出 

设 Y 是 X 中的开集，则民，其中尺 ，是 紧集，丨，2，3， …. 由乌雷松引理，我 
们可以选择 / i + 使得设盈，…，人 ）， M g H € CAX )^ jtfi 对每个 

X , A ( x ) 递增到 XvU > 國此由 （1) 和单调收敛定理推® 

XiV) = lim = limf g fl dfi = "(V)* ⑵ 

现在设£是尤中的一个博當尔集并选择 B 为 p 满足定理 2. 17，存 fi : 闭集 F 和开集 
Y ' 使得 F 匚并虽戶 （ F — F >< “國此一 VX "( F ) 十 

因为 V — F 是开集， （2) 式表明 A ( V — F )< e ， 于是 A ( V >< A (£)+ e ， 从而 

1(E) <A(V) - fi^Vy <^(E)+e, 

〆£) < ^(V> = A(V) < A(E) + £. 

这样对任意 e >0, 有 I l ( E }-^{ E ) I < c , 因此 A ⑹， ㈤ ， ^ H 

习题 18 中描述了一个紧豪斯多夫空间，其中某个点的余集不是 a 〜紧的，并使上述定理的 

结论不成立， 

勒贝格测度 

2.19 欧氏空间 々维欧 氏空间以是所有点 z = f …， &) 的集，它的坐标 &是实 

数* #有下述代数结构和拓扑 结构： 

设， …， 匕），3?益（％， ... ， * 0[为实数，定义 z 和 ax 如下： 
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怎十 : y ==■ (6 十7! ，■”，& + 7*)* 奴 ^ (成"… , af *>* U ) 

这使记成为一个实向量空间，若 i ， ）_= Sf ，， 丨 i I =(x * ^ r ) T , 爾由施瓦茨不等式 
! x ■ ^ I < ^ I I 3^ I 导出-二角不等式 

f 工 一 y 丨 （I 工一 z! + l z — y !， ( 2 ) 

因此得到一个由 〆 a y )= 一靈义的度量.我们假定这些事实是熟悉的，并将在第4章 

中以更一般的形式加以 ■ 明， 

如果 EC 二记和 zeH % 则 E 对于 X的乎移是集 

EH -^ — {j + d € E }, (3) 

我们称形如 

W '- (4) 

的集或者用代替 (4) 中的任一个或所有的 "<” 符号而得的集为*-胞腔 I 它的体积定义为 

JI 

voKW ^) -- TX — a ；). ⑸ 

i-i 

设 aer , 占>0,我们称集 

Q(a ： S) =■- l x 1 iF.i ^ ^ <i Ci $ fl ^ i ^ k\ (6) 

为以 a 为顶点 的茂-单元. 这里 c T = (位，， 

对 n = 1, 2, 3, …，我们令 ：\ 是所有坐你整数倩的 r 6 l ?* _ 集.令 a 是所有以 
饩韵点为顶点的 2 1单元组成_集族+我们需要 m w ) 的下述四个性质_其中前三 个性质 是風而 
易见的. 

( a ) 若 JS 定? I ，则每个 Jc €. R k 属于1仅属于的一个无素. 

( b ) 若 Cfea , 而 rO » 则 Q ' CQ ^ 或者 Q 7 lC /=0* 

( c ) 碧 QfO 则 toICQ ) = 2— I 若 n^>r 1 則集 Pr 恰好有 2 (lf “个点属了 Q . 

( d > R k 中的每个非空开集是属于 ft Ufl 2 uau …中不相交单无的可数并 _ 

( d ) 的证明 V 是开集，这时每个 xev 属于含于 F 内_ — 个开球 I 因此，存在属于某个 

a 的 c ?, 使换句话说， v 是所有那些含于 v 内且属 于某个的单元之并+从此舉 
元的集族中，选出那呰属于 A 的单元，并从從，你， A ， _中去掉包含在已选单元之_的单 
元,.从余下的集族中，选出属于 a 且含子单元，并从岛， A , n s , …中去掉包含在已选 
攀元之内的单元.如果我们按这种方法继续进行下去 • 由 （ a ) 和 《 b ) 就可证明 《) 成立. H 

2*2® 定理， 在记中 ， 存在定又在 cr = 代教鳜上的蓋定备測度 m ， 具有下列性质： 

( a ) 梆 （ W )= vol ( W ) ，对每个森-胞腔撕成立 * 

( b ) ®l 包舍硭中的所有博雷尔集；吏确切癜，职 * 且仅当存在集 ACi ?— 和 
使得 ACE 匚 B ， A 是一个 F , 集， B 是一个仏集，并且橄 （ B — A )=( K 饥也是正 则的. 

U ) 爾是平移不变的，即对每个芯€彌和每个工€记，有 

m(E + x ) = m ( E ), 

( d ) 如果"是孜*上任意一个正的平移不变博雷尔测度，使得对每个紧集 K 有 fAK )< oo , 
则存在常教“使得对所有博雷尔集拉=把， 



40 


第 2 幸 


( e ) 对每个 R * 到的线性变换 T , 对应有实数使得对任意£€诹，有 

m { T ( E )) = 4( T ) m ( E >. 

特别是，当 T 是一个旋转时，有 m ( T ( E ))= m ( E ), 

职的元素是铲中的勒贝格可测集 I 爾是勒格测度+当需要明确这一点时， 我们 将记为 
m , 用以代替抓 

证明设/是 W 上任一个具有紧支集的复函数，定义 

1/兰 r '^/ Cr ) (n ^ 1,2,3,-), ⑴ 

这里的伙与 2. 19节中的一样， 

现设/6二（於），/是实的， W 是一个开的▲-胞腔，它包含/的支集，并且 e >0. /的 
一致连续性 ([26], 定理 4 , 19) 表明 存在一个整数 JV 及支集位于 W 内的函数#和使得 s 
( l ) g 和 k 在属于的每个单元上是常数，（11)容</<办， （ iii ) ft —运 < e . 当 ? I > N 时，性质 
( c ) 表明 

AnE = A B g < A a f < Anh ^ Anh , (2) 

因此 t 彳九 /} 的上、下极限 M 多相差 evoKW ), 并由于 £ 是任意的，我们证明了极限 

Af 2 - YimAr,/ if € C e (R k )) ( 3 ) 

的存在性. 

可以直接得出 A 是正线性泛函.（事实上， A / 正好是/在及 * 上的黎曼 积分. 
为了不至于依赖多元黎曼积分 W 任何一个定想，我们才讨论上述构造 
我们定义肌和 M 为定理 2.14 中与 A 相对应的测度和代数， 

由于定理给出了一个完备测度商於是$〜紧的，根据定理 2* 17即推出定理 2* 20的 
rm 断言 a ). 

为了证明 （ a )* 设霄是 2* 19(4) 中的开胞腔， E , 是闭包位 于貺内 的属于的单兀之并. 
选擇 / r 使得又 令心二 mas ^/! ，…，/，}， A 的构造表明 

wKEr) <Afr<Agr< Vol(W), ⑷ 

当 poo 时, vol ( E ,)— vol (^>, 并且園为对所有的紀， g F U )^ XwU ^ 由单難敛 
定理，有 

Agt jgfd 挪— m ( W >* (5) 

这样.对每个开胞腔 ，’ m ( W )^ wKW ), 又園为每个胞腔都是一个开的&廳腔_递 
减序列之交，所以我们得到—>. 

Cc ) ( d 》 和 （ e ) 的证明将用到下列观察；着 A 最尺 4 上的一个正博雷尔测度并且对所有的单 
元£有义（£)=爾(£),所以由性质 119( d )， 对所有的开集 E 等式也 成立， 再由 A 和 m 的正侧 

性（定理 L 1 S )* 对所有的博雷尔集等式也都成立 * 

现在证 _( c >， 固定定义 A ( E > = m ( E +； r )- 显然 A 是一个测度 * 由 （ a ) ，对所有的 
单元有 A ( E > = m (£>, 因此对所有的博雷尔集五，有由于 （ b )， 等式同样对 
每一个 E € W 成立 * 
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其次，假定#满足 ( d > 的假设，设必是一个 1- 单元，令因为必是浐个不相 
交彼此相邻的 r H 单元之并，对每个2^单元 q 我 fli 有 

2^/jCQ) = /i(Qo> = owCOo) — c * t^mXQ}. 

性质 2, 19( d ) 蕴涵着对所有的开集 ECR * 有 〆 E )=^ m (£：)， 这就证明了 （ d ), 

现在证明 （ e )， 设是线性的，若 T 的值域是一个低维的子空 _ F ， 则 m ( Y ) = 0 
a A < T ) = 0, 所期耀的结论 成立， 在另一种情况下，初等线性代数告诉我们 T 是一个 J ?* 

上的…一映射，并 fl 其逆映射也是线性的.这样 T 是一个 I ?*到尺 4 上的同胚，对于每一个博 
雷尔集 E , 也是博雷尔集，并且可以由 

^{ E ) = m ( T ( E )> 

在圮 上定义一个正 博雷尔测度卜利用丁的线性和卿的平移不变性得出 

/iCF + x) — m(T(E 十 I)) = m(T(E) f Tx ) — miT(E)) = piE), 

这样#是平移不变的， （ e > 的第一个论断可从 （ d ) 得豳，首先对博雷尔集£，然后由 < b ) 对 
所有的 

为了求出 A ( T ), 只需对一个满足 0< m ( E )< co 的集 E 求出 m ( T ( E ))/ m (£：) 的值就够了， - 
若了是旋转，设£是况*中的单位球，则 T ( E ) = F , A ( T)-L ■ W 

2,21 评注若 m 是上的勒贝格测度，习惯上 ffl 記号 [ 1把）来代替若€是 
M 的勒贝格可測子集，并把 ㈣ 限制在 E 的可测子集上，显然可得到 一 个新的测度空间■术语 
“在£上， / GmeijEr 用来指明/在这个测度空_上是可綱_- 

果 f 是集 6)， < a ，&], Dj ， U , 6] 中 W 任一个，/€^(1),习惯上用 

记号 

JV ( 之 ) dx 来代替 /dm. 

由于任意单个点的勒興格测度为0， a 就俊在上述四 j 集上进行积分没有#么差别 ■ 

在初等微积分课程中学到的关于积分的所有知识在这里仍然是有效的*因为若/是 [ a , 

上的连续复函数，則/在匕 ，幻 上的黎曼积分和勒贝格积分一致*当 /( a > = /(O = 0 , 并且对 
工 < Oi 和: r >6 f 定义 / U ) 是0时，这是很明羅的，推广到一般的情形也没有什么困难•实际 
上，对 [ a , fel 上每个黎曼珂积的/,这一事实都成立. 由于 以后没有机会讨论黎曼可积函数， 

我们省略了证明，请参闺 [26] 的定理 11.33* ^ 

至此，某些读者可能会产生两个自然的问题：是否每个勒贝格可测集都是博雷 A 集吗？是 

否记的每个子集都是勒贝格可测的？即使这两种傭形的答案也都是否定的 ■ 

通过一种势的推理能够解决第一个 R 题，我们简述如卜.令 f 是遽续统（实线，或者等价 
地说，整讎卿子錢)補.紐卿，#射纏(中祕⑻雛个可 ㈣ 密子集^ 

有有理数半径的开球），劣 *( K * 的爾有博雷尔集的集族>是由这个基生成的 a - 代数' 由=得到 

(我们略去证朋)讯有势。另-方丽，存在康托集 n 而―习 

殖涵着 E 的 r 个子集中的每-个都是勒貝格可测的.自丁 大部分£的子集不是博 

霄尔集. 

T 面的定理回答了第二个问题 * 
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2 . 22 定理若 ACJR 1 ， 并且 A 的每个子集都是勒贝格可测的，則橄 01 )=(). 

推论每个正测度集都有不可_的子集. 

证明我们将利用 i ? 1 关于加法是一个群的事实+ ffiQ* 由有理数組成的子群，又设£:是 
US 一个集，它与 Q 在 W 每一个陪集恰好有一个公共点.（存在这样一个集的断言是选择公理 
的直接应用 .） 这时， E 有下列两个性臟， 

(a) 当 r6Q，s6Q* 时， iE + r ) H < E + s ) = 0 t 

(b) 对每个 zeR 1 , 存在 r€Q 使 zG£+r. 

现在证明 （a) ，假设 (E^r) p| (£+5) ， 则对于 j€- E，E, 定有尤 =：y — r= 怎 +s, 

但是 3 1 — 广 断以 y * 之属于 Q 的同一个陪集，这是矛盾 I 的. 

现在证明 （b), 设 y 是与 x 厲于圃一个陪集的 E 的点， r = ^ 一: y. 

暂时踊定乂0并令 A , = An ( E + d . 由 假设， 人是可 测的.设 KCTA, 是紧集， H 是 r 取 
遍 Qfl[0, 1] 时平移 K + r 的并.麵 H 是有界的，因而 m(H)<co 4 因为 KCE + f，（a) 表明 

这故 K+r 的集是互不相交的，于是有 m(H) = S r m(JC + r ). 怛是 m(K+r) 于是得 

幽械(10 = 0;这对每个紧集 KCA, 都成立，園此 7 «(成）=0. 

最后， （b) 表明 A=UA ,. 其中 f 取遍 Q . 因为 Q 是可数的，所以 m(A)=CK S 

2 , 23 行列式在定理 2 _ 20(e) 中出现的比例因子 A(T) 可以用行列式来进行代数的解释- 
设 U ,， …，是 fi * W — 个标准基：当 时心 _第< 个坐标为1，当 〖 7 ^时心的第 〖 个 
坐标为0 ,若 T: R k ^ R k 是线性的并且 

k 

Te t — y ^ aue , ⑴ 

i * 1 

则由定义， detT 是矩阵 [T] 的行痛式，其中笫 t 行、笫 j 列的元素为 w- 
我们断言 

A(T) 二 . detT I* (2) 

若 j = x f T t , 显然有 ^( T )= A ( T } ) ACT t ). 行列式__法定理表明，若 (2) 式对1\和乃 
成立，则（2>式对了也成立.因为每个记上的线性算子都是有限个下列三种类型_线性算子 
的乘积，所以只霈对其中每一个证明 （2) 式成立即可. 

(I) {' Te ” …， 1 > 4 }是…， O 的一个置换. 

(I) T^l --^ ae , t Te ， e " H ， …、 k , 

(HI) Te 1 = e 1 + e 2 , Te 严 e ” ( = 2 , — + k . 

设0 是_满麗 0 < 6 < 101 ，…，是>的所有工…， &) 组成的立方体 ■ 

若了是 （ I 》塑的，则 [ T ] 的每一行和每一列都恰好有一个位置其元素为 L 画其他位置兀 
[37y 素为 0 . 这样 detT -± i, 圃时 r ( Q ) = Q ， 所以 A(T )- 1 = ! detT | . 

若 T 是（II)型的，则显然有 MT )= I a I - I detT I * 

若 T 是（丽）_的》则 detT 二1,并且 T(Q) 是所有那些坐标满足 

fi < ft < $i + 1 ， 0 < €- < 1 (对 # 2 > ⑶ 

的点 Set 构成的集_若&是 T ( Q ) 中满足 fe < l 的点的集，&是 TCQ ) 中余下的点的 
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集，则 

Sj U CSg —^ 2 ) ™ 0» (4) 

# 且 &(1(& 一 Q) 是空集.于是 A(T) ， m<S 1 USn=m(S 1 ) + m(S a -q)=m(Q) = U 因此再 
次有 ACT)- [ detT !, 

可测函数的连续性 

由于连续函数在博雷尔测度特刺是在勒贝格测度的构遣中占有突出的地位，似乎有理由相 
信在连续纖数_可测函数之间存在着某善有趣的联系，本节将给出两个这种类顯的定理. 

在这两个定理中，我们将设"是局部紧豪斯多夫空间 X 上的一个测度，它有定理丄 14 中 
所迷及的性质，特别是，#可以是某个 R * 上的勒 M 格測度. 

2 , 24 鲁金定理做/是 X 上的复可测函教， ^( A )< oo t 若工 f A 时，/(^)^0,并且 


则存在一个裒 ecf(x)f 使得 




f(x)^ g(x)}) < €. 

Cl) 

并且，遝可以做到 




sup I jg-(j：} sup 1 f(jr) |. 

(2) 


证明 首先® 0</<1,并且 A 是紧的.如定理 L 17中的证明一样，作出一个收敛于/ 
的序列并且令尤1 * 对 w ㈢ 2， 3. 4， 令 t„ == s„ — Sd ， _ 2 X 是一个集丁的 

特征函数，而且 


/( jt ) ^ yi ^ n ( x ) (x 6 ⑶ 

I 

面定开集 V 使得 Ad ¥ t 而旦卩是紧喇存在紧集民•和开集 . K 使得旦 
一 V , —由乌雷松引理,存在函数 k 使得定义 

其⑺= U 2 U 工) e X ). ⑷ 

#= 1 

这个级数在 X 上一致收敛，因丽 g 是连续的.并且， g 的支集含于卩中，由于除％•一 中的 
点外, 2-^,( r > = t ,(. x ), 所以除 U ( V B — K n > 中的点以外 ， gU ) = fix ), 并且后一个集有比忘 

小的测度* 这样， 当 A 是紧集且 If * (1) 式成立* 

由此得当 A 是紧的、/是有界可测函数时， （1) 式 虛立 . A _紧性容易去掉， 因为， 
若 〆 A >< m ，# j 為包含一个紧集尺，使 MA — JO 小于事先给定_任意正数*再者，若/是一 
个复函数 ，\ / Cx ) | > n }, 则 (！ B a = 0’ 于是由定理 L 19( e )， 由于 

除在艮上以外，/同有界函数 （1 一 •/— 致，故在一般情形下 （ D 也成立- 

最后，令]?4叩 （ I /( x ) | ? xex }, 并定义，若 u 丨 <仏 m\z \ > r , 

U I . 则 _ 是复平面到半径为只的囫盘上的连续映射，若 g 满足 （1) ，心 

则 &满足 （⑽⑵， 11 

推论设满足鲁金定理的条件 • 且 I / 丨 < 1 ，则存在序列 { 編 h 使得 g,€C t (X> t 

1 g . 1 <1，置 
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fix) — Iimg s <j：) a 上 （ 5) 

ffi 明 由定理得出，对每个? t 对应有一个 h € C f ( X )， 使得1仏丨<1，而 〆 
这里的是使/<3：)#仏（$>的所有工的集.对几乎每个 x ， 它至 多属〒 有限多个集艮（定理 
L 41) .对任意一+这样的 x 和充分大的《都有 f ( x )- g n ( x ). 这就得到<5)+ ■ 

1. 25维塔利〜卡拉泰奥多里定理设/印/是实值的，并且 fi >0* 则在 X 上存在 
函数 a 和 p ， w 是上牟连续且有上界的，⑤是下半连续且有下界的，使得且 

J (iy 一 u)d/£ t- (1 》 

证明 首先偃定/>0,并且/不恒等于0,由于/是一个简单函数 h 的递增序列翁点态 
极限，所以/就是简单 函数。 = &一 心一 〆 取知=0)的_*又由乎&是特征函数的线性组合，所 
以就存在可测集 E , (不一定要亙不相交)和常数 c _>0, 使得 


rfn 


/( 工卜 S c ot E ( 工 > (x e x ), 

.=i l 


⑵ 


rti 于 

(3) 中的级数是收敛的. 

令 


[/ d /# — ， 

J 尤 i=i 

存在紧集兄和开集 V , •使得且 

c^iVi-K,) <2—^ U - 1 ， 2 丄 ■ 

N 

v 二 2 c 'Xv^ XI, 

i-l 1 ■ 


其中 N 是这样选择的 * 使得 

免(^(£, > < I * 

N4-1 

因此， W 是下半连 续的， 《 是 上半连 续的，奴 </< 〜并& 




+ ㉟ E .， 


(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 


于是由 （ 4) 和 （ 6) 得到 a). 

在一般讎下， 记户 疒一厂，如上面一样，对厂作出 ⑷和 ％，对广作出:^二 
并令“ =1| ，1 ’ Hi . 自于-％社辅賴，麵杜半賴碰之和肚半连续的 

(对下半连续也类似；我们把证明留作习题>，故《和幻有所要求_性臟. ■ 


习题 

1,设 {/ J 是 M 上的離 负实函数的序列，考虑下述四个 命题: 
( a ) 若 i \ 和 f 是上半 连续的，则昼上半连续 W , 
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若/,和/ 2 是下半连续的，_兄+5是下半连续 
( c ) 苦 每个夂 是上半连续的，则 t /„是上半连续的 • 

I 

< d ) 若每个/„是下半连续的*则又；/；是 F 半连续的. 

1 

证_其中的三个是正确的，何有一个 M 错误的，飾果省去“非负”一词会产生什么结果？如果用一般的拓扑 
空间 代替粑 会影响命题的真实性吗？ 

2. 设/是 I ? 1 上_任意复函数，定义 

= sup{ \ fis) — fit) I i su 6 (t — j + 在 ） } ♦ 

^> 0}* 

证明铲是上半连 续的， 并且当 M 仅当 # i ) = 0 时 / 在点: r 处连续，因此任俦复函数连续点的集都是一 
个 G , 集. 

用一舣韬扑空间代替粑后，表遂并证明类似的命题- 
3* 设 X 是一个度量空阕，其度里为户对任意非空集定义 

~: : v 6幻. 

证明作是 X 1：的一致连续 蝻数. 如果 A 和 B JftX _不相交非空闭子集，检验函数 

f( , _ Pa ^ 

是否满足乌雷松引應. 

4. 检验里斯定理的证明，井证明下述闻个 命题： 

( a 》 若和 Ed %， 而 Vi 、 K 是不相交的开集，则 〆 E 3 U 巧卜 〆 &) + 〆 ££) BP 使拉職 仏不属 


于餌时也成立 * 

< b > 若双 h H ! JE = NUK , UKzU -, 其中彳 IU 是不相交的爾数紧集族，并 = a 

在习题5到 g 中， m 表示#上的勒格渊度， 

5. 令 E 是熟_的康托三分 thirds ) 集. 证明 m ( E ) = 0， E 和 K 有相问的势甲 

6. 构遺 个 完全不连通的紧集 KCJ? 1 ， 使得卿 (K)>0(K 没有多于-点的连通子集） - 

若 y 是下半 连续的 1 V < X ^ , 证明确实有 <0. 國此 X K 不能在维塔利-卡拉泰奥多里定理的 意义下 ，用下 
半连续函数从下面逼通. 

7. 给定 OOC 1， 构邋一个开* £ C [0, 1], 它在 [0, 1] 中是稠密的，便得 m ( E >= e ( A 在 B 中稠密是龜 A 的 
闭包包含 BX 

构造一个博莆尔集 EC 尺、使得对每个非空开!1间 J 有 

0 ■< m(E fl D 


对这样一个集 E ， 有 m ( E >< oo 的可能吗？ 

9 . 在「0, 1]上构造一个连续函数宇列 么使得 ■& 


Jim / rt Cx>dx — 0 * 

0 


然而，却没有一个 ^ e[(K 1] 能使序列彳 /_uh 收敛， 

10,若 (/■> 是[0，1]上_连续函数序使得且当財’对每个尤€[£)，1]，人(1)—0，则 


lim [ / w (jc)dj = 0. 

试一试，不用任何測度理论和有关勒贝格积分的定理来证 明它. （ 这是为 T 便你对勒贝格稱分的能力有个 
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印象 . W, F. Ebcrlein 也 1957 年 Commimkations on Pu,re and jAppli&d Mathematics ， vol* X* pp H 357 — 360 
中给出了一个澀亮的 i 正明 .> 

II . 设 p 是紧豪斯多夫空间 X 上的一个 iE 麵博雷尔测度；假定证明存在一个紧集 KC ： Xb 的承栽集 
或支集 〕 使得 fiiK) = L 但对 K 的每个紧的真子集 H 有 〆 H )<1. 

振示：令 1 C 是_足^<1^) = 1的一切紧集& _交，狐明每个包含 K 的开柒 V 也包含某个 K a , 这需要 p 
的 1 正则餘 I E 较习题 18. 证_ IT 是 X 中测度为0的最大开集. 

U. 讪鲷圮的每个紧子集 是一个 博甫尔_度的支集. 

U, F 的每个紧子集是一个连续函数的支集 T 对吗? 如果 不对， 你廳 UK 中是连续函数支集的所有紧集的类 
描述* 来吗？在其他拓扑空间你的描述也 IE 确吗？ 

14. 设/是 r 上的勒贝格可测实值菡数，证明 在记上 存在博 常尔涵 数展和 A ， 使 U ]， 并且对 

每个 gUXfUXhCx). 

15. 当》1400时，很容易推测《 

的极限. 证明你 的推货1是正确的* 

16. 在定理 20( e ) 的®明中，为什么会有 m 【 Y )=0? 

17 . 在平面上定义点〔4,〔.）与 之间 1贿距离为 

1 1 一 ya 丨，若心 ^ I 1 +i yi — 丨，若 a ★工 t - 
证明它实 际上是 一个度 M + 并旦所得 . 出的 I 度童空间 X 是局部囊 ®. 

若 feCAX)r 设 AA 婼那些使得至少有一个： y 使/&，： y >#0 的 M 这样的怎只有有限多个！），定 
义 

设户是由定理1 14所阏定約与3对®的涵度，若£是1轴，证明 f 尽管对每个紧集 KCE 有#00 = 0, 
然圃 〆 E )=™. 

18. 此题较翁面任一题 都需要 较多的集论錢巧.令 X 是良序的不可数集，有最后元素_，使得叫鹼每个先行 
元索至多有可数多个先行元素（"*构造' 取任何一个良掙集，使它有元素，其先行元素是不可 敢的，令他 
* 这些元索的第“个*称明为第一个不可数序数乂对 〆 令^[氏]是位_所有先行元素（后继 元索〉 
的集.如果 X _—个子集是或心或 mSjj 或这种子集的并，则称它为开集.证明！因此是一个紧豪 
斯多夫空闺<提承;没有一个良序集含有_个无限通减序列^ 

证明，点納的余集是一个开集，但不是0-紧集 ■ 

证明 * 对毎个 / ec ( x ) 对应一个使得 / 在&上 是常数1 

证明， x 的不可数紧子集的每个两数集族 ( kj 的交是不可数的 （ 提示*在 x 内考虑递增可数序列的极 m ， 
它 与每个 k , 相交于无限多个点）. 

令是所有的集族，使得或# £11{她}或者 PU U !} 包含一个不可数紧集$在第一种情况下 T 定义 
A ( E ) = U 在第二种情况 T , 定义 A ( E )=0. 证明 W 是一个包含 X 内所有傳雷东集的 J -代 数， A 是 W 上贿 
测度*但不蠢正_的<⑽的每个邻域有測度 D ， 而且对每个 

/(«Jl ) — ] 

试描述定理 2* 14 中与遽个线性泛函对应酌正 則的斤 

19. 在假 定叉是 紧空间（甚至是絷度量空 _) 而不只是局部紧空闻的悄况下 ， 仔细检査定理么 14 的证明 * 看一 
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看哪狴地方是可以简化的. 

n 

20. 找出连续函数 At 〔0， oo > 使得对所有的〔0， l ] t 当！1一™时，有 / n ( x ) dr — 0,然而 

J "0 

sup ./, 不属于 IJ . (这就 表明即便在定理的某些条件被破坏时控制收敛定理的结论也可能成立 -) 

2 L 若 X 是紧的并 显 /t X 一（一》, oo ) 是上半连续的，证明/能在 X 的某个点取到它■最大值. 

22. 设 X 是度曾空闻 T 具有度儀又设 /s X —[0, 加]是下半连续的，并且至少有一个点声€1懊 
/ C 於 > Oo * 对 w = l ， 2，3，…， X * 定义 

g n ix ) = 十 nd (工 ， p 6 X } t 

并证明 

(1)1 心<文) g a iy ^ \ < ndix , y}y 

(ii > … 

(jii ) 对所有 jr € X ， 当 ir + m 时，有心 U )~*/( tL 

这样，/是一个递增的连续函数序列的点盔收敛极限_ (注意其逆命题 JL 乎是显而易见 

23. 设 V 是 R* 中的开集是上的一个有限的疋博雷尔 _ 度- 试问，将 I 对应于 + 的函数是否― 

定连续？是否一定下半连续？是否一 定上半 连续？ 

24 - 根据定义.阶梯基教指的是 J ? 1 中有限个有界送__特薇涵数的线性组合.证■存在阶梯 
函数 的序列 U *) 使得 

lim[ | /Cx) g K ( x ) 丨 dr = 0 - 

£5. ( I )找出最小的常数 r 使得 

logCl - he f ) <c + t (0< t < o^) r 

{ 91 ) 是否对任意的实函数 /€tS 

\ l m ±[\ og { l+^)dx 

fi , j 0 

都存在？如果存在，那么它是 多少？ 
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凸函数和不等式 

分祈中许多最常见的不等式都有其凸性概念方面的起源. 

3,1定义 设％ 是定义在开区间 6) 上的实函数，其中一 如果对任意 

a <. x<^bf 和恒有不等式 

^((1 = A ) x +1^) ^ O — A )—(1) 

那么称 p 是&的. 

从图形上看，条件就是“当 z<i<y 时， 点 U ， #£)) 应读在平面内的两点 Cr, 9 ( x )) m ( y , 

$(/> 的達线上或者在它的下方，”同时 a) 等价于要求 

< pi *. < 炉 ( y ) — #( l ) (2) 

I -- s u — t 

对 a < is < it <, u<ib 成立. 

微分中值定理和 （2) —起可 m 接证明实的可微函数 f 在 (《，&) 上是 a 的，当且仅当 
£ <3时，即斑且仅当导函数 〆 是单厲递增函数. 

例如， 指数函数在（一 a , 上就是凸 的. 

3*2 定理若史在 （ a ， W 上是凸的，則 f > 在 （ a ，6) 上连续* HtTI 

证明证明的思想權容易用几何的语言表达.担心不“严格”的读者可把它改编为 e 和$的说法 • 

假定 a<sO<：rO<5. 把平面内_点6，史 (s )) 记为&类似地处理 l 刪X在 

SY 直线上或它的下方， Y 在过 S 和X _直线1:或它的上方；闻时 Y 在XX 上或它的下方■当 
3^x 时，得出 Y—X， 即 f ( y )^ U ). 用闻样的方法处理左极限便得盅 f 的连 续性， * 

注意，这个定理依赖于我们飾讨论是在开区间上进行的这一^事实 * 比如徽’若在 [O’ 1) 上 
且一 1) = 1 , 则沪在[0， 1] 上不是连续_，但它满足 3.1( 1>. 

3,3定理（詹森不 等式} 设戶是在集 D 内的疗 - 代數®上的正制度，使得若/ 

是在 /?(#) 内的義函数，对所有的： IX ， a </ Cx )<6, 1沪在 （ a ， &>上是&的，則 

铲 (L/ d/ ")< f ' 浏 ^ ⑴ 

注：排除 _ ㈤ 和的情乳；可能会 tfc 现炉 & /不在 L 1 (#) 内的情况，在这种 
情况下，从定理证明中会看到，在 1.31 节申介绍的扩充意义下， f a / 的积分存在并 
1其值是+ *^. 

证明令尸 f /如，则若 p 是 3. 1(2) 左边的商的上确界，这里 a<s<e， 则对 
J J1 

任一 /, )t #不大于 3. 1(2) 右边 W 商.由此得麵 

^(s) ^ l) {a <C 5 <C 6). 


因此 


(2) 
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固 




(3) 


对每一个: r 6 D 成立.因为 &是连 续的， $•/ 便是可 测的. 若在 （3) 式的两边对 / i 积分，从我 
们关于£的选择和假定 "00) = 1 便得出（1)式_ ■ 

为给出=个例子，取 ㈣ ： c > = e ' 麵<1)式变成 

exp 0/ 冰 L e 、 ⑷ 

如果 d 是一个有限集，比如说 由点办 ，…，化组成，且若 

fii { pi \) = » f ( pi 、 二 

对于实的 （4) 式变成 

exp { 去 ( X | + …+ X *) + … [■ C 5) 

令 3 V ==# ,我们得到关于《个正数的算术平均与几何平均之间的熟悉的不等式: 


(in 严 < 入 （a + 力 + …+ .vJ- 


( 6 ) 


从这 M 回到《4)式，那么 

exp | j ^ loggd ^ I < \ a g ^ ⑺ 

的左 边和右 边为什么经常地被分别称为正函数 g _几何平均值和算术平均值应读变得比较淸 
楚了 

如果取 〆 <豹})=仏>0，这里2% = 1.用它们来代替 < W 式，我们得到 

3^3^ ^a t yi + 奶％ + … +H- ( 谷） 

这些恰好是定理丄3中所包含的少数儿个范例 - 
其逆命题 见万题 20. 

3,4定义若/»和9都是正实数，使得多十9=柯，或等价地 


± + ± 

P 9 


⑴ 


则称声和 g 为一对共轭指数. ft 然<1)蕴涵着和 1 —个重要的特殊情况 

是岂:2. 

当 p — l 时， U ) 迫使因丽也可以把1 和如看 成是一对共轭指数.许多分柝学家通 
常不明确指 出丽把 共轭指数记为 P 和 〆 . 

3. 5定理 设户和 y 是共轭指數， X 是_个具有 测度# 的别度空问.设/和茗 
是 X 上的可测函數，其值域妁[0， co ]， 則 

f / g ^< (j ⑴ 


和 


成立* 


( l (/+ 神广’< u /泽 广+ { j〆 如 r 


C2) 
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不等式 （1) 是霍尔徳不 等式； （2) 是闵可夫斯基不等式 . ^ = q ; 2 t (1) 就是众所周知的施 
瓦茨不等式， _ 

证明 设 A 和 B 是 （1) 式右边的两个因子.若 A = 0， 则 / = 0a. e. (由 定謹 1-39) i 因此 
fg -0 a . e . ,所以 （1) 成立.若 A >0 且 B = oo , (1) 也是平凡的 * 所以只霱要考虑 0< A < oo ， 

0< B<oo 的情况，令 


这给出了 

f = a ， °^ b 7 

(3) 


[ = [ GM " = 1. 

J X « J X 

(4) 

若是使得 o < fu)< c 

：0和 0< GU )< oo 的点，则存在实数 f 和 Z 使得 = 

- e f/p » 

G ( jt ) = € :/ \ 因为 + 1, 

指数函数的凸性蕴涵着 


由此得出 


(5) 

F ( x ) G ( x ) ^ fi ~ 1 F ( x) fi - i - q~ l GUr 

(6) 

对每一个 ： r€X 成立，根据（4)， 

(6) 式的积分产生 



g 1 - U 

⑺ 


把 (3) 代人 (7) 式，便得（1>. 

注意，<6)也可以作为不等式 3. 3( 们的特殊情况樽 m， 

为了证明 （2), 记 

(/ +，= /• C/ + ^)^ ~hg - (f 十 g) 疒、 

S 尔德不等式给出 

^ ( J/f [1(/+«产 叫“ 

设(9，）是在 （9) 内交换/和 g ■的位置画得到的不等式.因为 （P—lh=P，(9) 和（^)相加给 Hi 

CIO) 


(S) 

(9) 


{(/ 十，< {}(/ + .，” 广[{|尸『、0 


显然，只嬰证明 （2) 式在左边大于 Cl 而右边 小于^ >的情形成立就足够了，函数，在 0< t <™ 上 
的凸 性表明 

(宁) 、+ (/，+，)’ 

因此 ( 2 ) 的左边小于 oo , 这样，若用 UG ) 右边的第一个因式除（⑽）的两边，并记住1 一 l = 

1/户，从 （10) 式就可得出 （2). 于是完成了证明. ■ 

知道在不等式中等号能够成立的条件有时是有用 _■ 在许多情况下，这方面的信息可通过 




考察不等式 盼证明 得到. 、 

比如，在(7>式中等号成立当且仅当 (幻式 的等号对几乎每—个 x 成立.在( 5 )中，当且仅 
当时等号成立，國此，若假定（4> 成立， 刚 a . e ， 是 （7) 式的等等成立的充要条件， 
根据原来的函数/»農，则获得下列 结论： 
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设 A<oo 和 J 3< oo ，（1) 的等号成立当且仅当存在两个不同时为0的常数 a 和多，使得议尸 

我 ff 】 把 (2) 式等号成立齡类似 讨论留 作 3 题. 

1/ -空间 


在这一节里， X 是任意一个具有 E 测度^的测度空 

3.6 定义若 0< A < oo 且/是 X 上的一个复可测函数，定义 


11 /IU ^ ^ 1 / ， 

(1) 

且设 1/(#) 由所有满足 


II fh <<^ 

⑵ 

的/组成，称 II 为/的范数- 



若户是 上的勒贝格测度，像在 2. 21节一样，记1/<记）以代替若户是集 A 上 
的# 数测度，习惯 上用汽 A ) 记对应的空间，当 A 可数时，便简记为#. ’的一个元素可 
以看成 ft —个复序列 !6 J * 并且 



II ^ 11* = i 2丨匕 1’ r ' 

pa | 


3*7 定义 

投 g : X ^ Lo , oo ] 是可测的，且 s 是所有使得 



声 ( g 」 （(戊， ㈤ ])) = 0 

(1) 

的实数《的集. 

若 S =0, 令若 S 关0,令因为 



^ l ((^ oo ]) -Q ^ 5 ((多+士,™]) 

(2) 


并麗因为零测度集的可数并有测度 0 ，珂以看 m 我们称#为 g 的本性上碗界， 

如果/是 X 上的复可测函数，定义 II /||«为 I / I ■本性上确界，并设 [*( 一由所有满足 
||/ IU < m 的 / M 组成， 1^(#) 的元素有时称为 x 上的本性有界可測函数. 

从这个定义得出，当1仅_ II / IU 时，不等式 I /( j ) I 对几乎所有 x 成立 ■ 

像定义 3. 6—样，|^(粑）表示所有在杷上 （ 关于勒 M 播测度）本性有界阐数的类 ， r (A) 
是所有 A 上有界函数的类.（因为这里每一个雜空集具有正测度_所以有界与本性有界的含义 

相同！> ^ ^ 

3. 8定理若 p 和疗是共轭指數， K 多<°°，/61/《声>和 W /gG L L (#) ，并- 

II fg Hi < II/II. II g 1L ⑴ 


成立. 

证明 


对于简单地说 （1) 就是应用于丨/ I 和丨的霍尔德不等式； P ”'， 


时，注意 

I f(x)g(j：) |< II / II- I _i 

对几乎 gf 有: T 成立 * 积分⑵式，即得⑴式.若产丄，则严°°，可以采用同样的推理. 
3,9定理假定 1<声并且 /€ P ( p> T 刻/+发且 


( 2 ) 




im 
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ll /-^||,< ll /! l P + U g II, a ) 

成立. 

证明因为 

I f+g /| + l g I)M；^ 

对1<多<00,从_可夫斯基不等式得出 （1). 对或0=00, (1>是不等式 I /+ jH € 

I /1 + U I 的平凡的推论. ■ 

3,1❺评注固定 Kp < oo t 如果 /€P(p> 并且 a 是复数，则麗然有 a/€ U (声)，事 
实上， 

II a / lip = I a I II / ip - ⑴ 

与定理 I 9 合起来说明是 一个复向量 空阙. 

假定/， g 和 A 都在 Lq 户）内,在定理 3.9 中用 /—g 代替/，用|一& 代替心 得到 

II f—h \\ P ^ II il + W g — h li^- ⑵ 

这就启发我们 t 可以通过定义 / 和 g 之间的距离为 II /一貧 L ， 而在 L *( 户）内引入度量.暂时 
称这个距离为以/，总).那么 g )<^» d ( J ， /)=0, dig , g 、， 并且 （2) 

式指出三角不等式必/， hXcUf 、 g 、\ d ( g , h ) 也成立^ 确定一个度 量空间 W d 所盧该具备 
的最后一个性臟是， d ( f , 見 )=0 应该蕴涵着 /= f 在我们现在的情况下，这一点并_如此； 
确切地说，当 /( Jr )= g ( i ) 对几乎所有的$成立时，就有^(/， g > = 0. 

it 我们记/〜 g 当且仅当 d (/, 显然这是一个在内的等#关系' 它把 £/(#) 

分成各个等揄类 I 每一类都由所有与给定的一个函数等价的那些函数组成.如果 F 和 G 是两个 
等价类，选取 /€ F _ 竅 & G , 定义 € l ( F , G }^ d(ff 注意/〜 / i 和 g 〜励 级涵着 

cK ffg ) = d(fi f gi > t 

所以 d ( F , G ) 是明确定义的 + 

在这个定义 T , 等价类的集现在是一个度量空间，注意，_为/〜 A 和 I 〜奶蕴涵笤 
/十发〜，十扪和 af 〜窃 f 、所以它也是一个向量空 

当 JL 气 〆 ）被看做!£量空间时，实际上所考虑的空间不是以函教为元素的空间，而是一个以 
函数的等价类为元素的空间-不过为了®言的简沽起见，习惯上把这种纛剔降低到心照不宣的 
地位 t 并且继续说是一个函数空间*我们将遵循这种习惯 • 

如果 t /«} 是 lAp ) 的一个序列， f € L p (^ i )， 且^^ II /* 一 /1 U = G ， 我们就说 V / J 在 

内收敛于 /( 或彳 /,}p 次乎均收敛于/,或是 P - 雌敛于/》‘若对每一个£> 0 ,都对繼有 
一个整数 N , 使得当 n>1V，i»>N 时有 || /*一/» \\ P <ti 我们就称彳 /U 是内的柯否序 

列，这些定义完全像在任何一个度童空间中的定义_样. 

一个极为重要的事实是， P (户)是一个完备的度童空闻，即每一个柯西序列收 

敛于 U (^) 的一个元素- 

3*11 定理对于和每一个正蜊度芦，是一个完备的度量空阔* 

证明首先假定设 {/J 是在1^(声）内的一个柯西序列，则存在一个子序爽 


圆 
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{/'}，使得 

[671 1八 + _-/'11，<2 ; (£=1，2丄…). (1) 

令 

私= 2 I 八“ 一 A I， r = 2 1 八」—八 i . ⑵ 

i=l I — 1 

因为 （〗）成立，闵可夫斯基不等式指出 | 办 IU <1, & = U 2, 3,….因此将法圈引理应 
用于得出 IUKL 特别是成立 * 所以级数 

Qd 

/， ( Z ) + 2 ( A +1 ( X ) -八 ( X ) ) (3) 

■ =1 

对几乎所有的是绝对收敛的.对于在 （3) 式中收敛的那些点1，记 (3) 的和为 / Cr ), 在余 
下的零测度集上，令 / Cr )=0, @为 

/， +2 </^i 一 U 、 = f 、' ⑷ 

可以看出 

fix ) — ( x ) a - e . ⑸ 

在已经找到一个函数/，它是 《/ ijn 点态收敛的极限以后，瑰在还要证明这个/是 
{/,} 的 I /极限.选取 e >0, 这时存在一个 JV ， 使得 ft > iV ， f«>N _有 || /„*—/« t < e 成立， 
子是法图引理指出，对每一个抓>~，有 

I \ f— f m \ < Km ioff I fn f — fm < e^. ⑹ 

J K 卜， ^ x 

獻 (6) 褥豳 /— 因此 (因为 /『（/—/») + /«)■ 最后’ 当规 — ㈤ 时 II /— 
f m IU -0. 这就完成 T 对1<多< ㈤ 情况的证明 • 

在 i ， （/ £) 中的征_容易褥多.假定 {/ J 是内的柯西序列，设是使 
I f k ix ) 1 > It /* IU 和丨 /„ U ) —九 （ J ：) I > II /« - fm Ik 的集，并设 E 是 和 B _( A ， m ， 
2, 3,.,.) 的并 • 那么 〆 £) = 0, 并且在 E 的余集 ± 序列 {/«} — 致收敛于有界函数 /. 
对 定义/<工）二0，则 /€ L W (户)且当 时 II / r / IU — 0 * 懸 

上面的证明包含了一个足以单独叙述的有趣的 结果. 

3. 12定理若1 ^ {/ B } 是在 P (| i ) 内的柯西序 H 它的极限为/,则！ A } 存在一 
个子序列，它几乎处处点态收敛于/(工>. 

简单函数在1/(声）内起着一个有趣的作用- 
3.13 定理设 S 是所有使得 

^({ x s six ) ^ 0 }) <od ⑴ 

的 X 上的复可测闭单函数 s 的类.若 K 夕< &〕 ，则 S 在中是獨 密的. 

觀明 首先， SCI / (户)是很明 ft 的.假定 /> G ， f € L p ( fi }, 并设是与定理 1. 口中一 
样的序列.爾为0<\</，有因此國为丨/—控制收敛定理表 
明当时 H /— & —0* 于是/位于 S 的 P - 闭包内.由此也可以得出一般情况 

</是复的 @ 
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至此我们已经讨论了在任何测度空间上的 ij ( ft ). 现在设 x 是一个局部紧 的豪斯 多夫空 
间，井设 / i 是 X 的 代数獅 上的测度，它具有定 a 2. 14所述的性质.侧如，叉可以是以 ■ p 
可以是记上的勒贝格测度. 

在这些情况下，我们有 T ? l 类似于定理 3. 13 _结论 . 

3. J 4 定理 对1<声<00, C c ( X } 在 U ( p ) 申稠密, 

证明 像定理 3. 13 — 样定义 S. 着 s6SIU>0, 则存在一个使得除一个测 
度小于 e 的集外都成立.并且 U I < IMU 鲁金定理).因此 

I g ^ ^ IU ^ ^ vp ”哀 IU. ⑴ 

因为 s 在 J ^( p ) 内 稠密，这就完成了证明. _ 

3*15 评注比我们稍微详 细地讨 论一下 L p ( R k ) iR k 上的勒&1,格测度的 P -空间）和空_ 
(；(以>之间_关系.我们考虑一个固定的维数 

对于每-个 P '€[ l , °°] * 在上有一个度 fi : / 和# 之_的距离 fi I f~g l : A . 注意 
这是.个真正的度 M ， 而不必通过等价类.关键在于*如果记上的两个连续函数是不顧等的， 

则它们在某个非空开集7上不同+ Am ( V )>0, 因为 F 包含一个胞腔*于是，若 
的两个元素娃 n 相 等的， 它们就是棚等的 + 注意到 G (把）的元素 I 的本性上确界和 S 实的上 
确界相同也是有趣的：对于 / ec f (jm 

II /II™ = sup | /Cx) U ⑴ Lls_j 

若 KpOo , 定理 3. 1彳说明 G (把）在 £/( Rn 内稠密，定现 3. 指出1/(记）是完备的. 

于是1/(於）是歧予 CAR k }^ L p -度量所得的度量空同的完备化 • 

和 p =2 是最®要的两种情况.让我们再一次 用不鬨 的饊言来叙述上面所说的当 声 =1 
和1=1时的结论 I 这种说法表明勒贝格积分确实是黎曼积分的“正确”的椎广 * 

若在 圮 内具有紧支集的两个连续函數 / 和 g 之间 的距离定义为 

i f ( i ) — gU ) | di » ⑵ 

J --w 

则这样所得度量空间的完备化恰 好由记 上的勒如格可租函数所组成 * 这里假定把任何两个几 
乎处处相等的函数都看成是同一的 ， 

当然，每一个度量空_ S 有一个完备 IfcS % 它的每 一个元素可以她象地看成是 S 内的柯 
西序_ 的 等价类（见 [26] P * 82). 现在，重要之处在于 C ,( R *) 的#种 u ■= 完备化再一次得出是 

R k 上的函数空间. 

/ J == QO 的情形与 f <: DO 的情形 不同. C , W ) 的 L 〜完备化不是厂 " (把>， 而是 C〆 !?*)， 即 
所有硭上“在无穷选点为0，，的违续函數的空间 ■ 这个概念将在义16节内 定义， 圓为 （1) 指出 
范数与 c f < 把）上的上确羿菹数重合，上而关于 Q (纪）的结论就是定理 m 的一个特 
殊情况. 

3.16 定义一个局部紧豪斯多夫空间 X 上的复函数/，若对每一个 e >0, 存在一个紧集 
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K ( ZX , 使得对所有不在 K 内_^ | /Cx) | <e 成立，则称/在无穷远点为 （>• 

所有在无穷 邋点为 匕的连续 函数納 类称为 C^X). 

霊然 CAxyccAXh 并 m 若 x 是紧的，这两个类就是重合的，在这种情况下对它们中的 
任何一个记以 coo. 

3,17 定理 若X 是一个局部紧豪斯多夫空间，则是 C,(X) 相对于由上确界范数 

II / I 卜 sug | fix ) I ⑴ 

所定义的度量的完备化. 

通明若将 /_ g 之间_距离取作11/一 ff IU 初等的验证指出满足度空间的公 
[ W ] 藤下面必爾证明 ： <a)C s (X) 在 C；(X) 内稠密， （WG(X) 是完备的度量空间- 

给定 /6 C e ( X ) 和 e >0， 存在一个紧集 K 使得在 K 的外面丨 / U ) 1 <£，乌雷松引理给繼 
了一个尽 ecux >. 使得0<尽<1， a 在尺上尽 u )= i . 令矗=/度，则 feecd ) 且 II /— 幻 I < 
c , 这就证明了 u ). 

为了证明 （b )， 设是 G ( X ) 内的柯西序列，即價定一致收敛*则它的点态收敛的 
极限■数/是连 续的. 绘定存在一个?1，使得 II /m —/II <£/ 2 .并存在一个紧集尺使得 
在 K 的外面 I / ffi (x) | <e /2, 因此在 K 的外面！ /U) | <€，这就证_了 /在无穷通点为0, 
于是 CAJO 是完备的- ■ 

河题 

1. 证_任意一簾(心 W 上的凸函数的上确驟在!»>上是凸的（如羅它是有穷的》，并证明凸函数序猶的点态 
极限是凸 的. 关于凸函数序麴的上极，和下 极限娜 何？ 

2, 若屮在 W 上是凸的 ， M #在 f ? 的値域上是凸的麗是非递减的，证明0 p 在上是 A 的■对 I 
^5>0»证明 〗 Ogf 的凸性蕴滷着 f 俞凸性，但反之不真- 

W 上_连_ 实 函数.使得 

+由） 

对所有I的■^及 y 它幻成立，证明 p 是凸_(迦果从假设中省略了连续性 ， 就得不到这个结论\ 

1. 设 /&X _L 的 复珂测 函数，戶是X上的正测度，并且 

f (p) 二 ^ I / 1，# = II / IU (ocp< 

设 假定 II/IU>1 

(a) 若 r<p< “ r€E» 沒 E， 证明 

(b> 班賴 log# 在£： _内部是凸的 1 且 f 在 E h 是连续的- 

(c) 根据 ⑷， E 是连通的， E - 定是开的吗？ -定是_吗？[能由单点组綱？ 綫 ⑴）_何连 
通于集吗？ 

(d) 若 r</>< “關 I' /B,< 靡 （ II /» 『’ II 指出这一结果關着 L >) nL > >0 〜). 

(e) 假定对某个 r<«, |1 /U r <™ ，成立 • 证明当时， 

11/11,- II /IU 


5. 在习題4的假设申再加 上假定 


MX ) 
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U ) 证明，若0 <«»， M II /t<ll fl . 

a >) 在什么条件之下，会出现 OCrCsS ^ 而 | l / fl r = ll /| L <™ 的情况? 

( c ) 若 0O < s ， 证明二 JLMp ), 在什么条件之卜、这两个空间所包含的函数相同？ 

(d) 设对某个 r>0, II / 若 exp{ —™}定义为0,证明 

j^:| /i| f = exp 化 log I / I 今!卜 

6,世《跬[0，〖1上的勒贝貉测度，关于抓定义 || /t, 找出所有在[0, m)]： 的函数#，使关系式 

#<lim 1| / |1^ > ■- f e f)dm 
卜0 Jo 

对每一个有界的可测正函数/戚立，首先证明 

^#{ x ) H -( l - ^)^(1) ^ ®( j f > ( JF > 0,0<47< 1), 


试 与习題 b(d) 比较. 

7. 对某些测度，关系式 r<s 殖涵！/(户) [ 1/(//);对另一 些测度 1这个包含关系相反 i 还存在一些測度*当# 
s 时 1/(# 不包含 LH^>. 试给出这些情形的例子， 并找出 使得这些情形壤现的 关于# 的条件. 

8, 若 g 是在 （0, 1) 上的正彌数 t 使得当时 g 《 x )~^ OT ，则存 在一个 （0， 1) 上亂凸函數各’使得且当 

时这对不对?若用 （0, ™> 代替⑴，1》，用 jr* ⑴代替 4^—0* 这个问题会变 ft 轉？ 

9, 设/是(0, 1) 上的勒贝格可 测函数 > 并且不是本性有界釣*根据习题 4 U )， 当时， 1 I /1 L 一 

ii / 1, 齙任意缓慢地趋于 00 吗？更确@地说，对在父）上每一个满足当身™*⑴时中 cp 》—" 00 的止函数伞， 
能找到一个 /* 使得 H 时 I /但对所有充分大 W A li / 成立. 这个结论王确吗？ 

10. ® / w € L ^< jK>f tt=l, 2> 3, '-t 当 n — DO 时 || /■_/#< 4和 I 匕成立，_/和客之问存在什么 

关系？ 

11. 设〆0) = 1，/和 g 是0 上的 正可测 函数， 値得/较^ 51 .证明 

f fdpt - f gdju > 1, 

J a J o 

12, 设〆 OXt M /i s »]是可剥的，若 

A = 

现明 

/ T +^ A 3 "< h ^/TTWdfi < 1 十 A . 

若"是 [0, 低的觀格觀并且 A 是连续的: 卜广， 则 上面的 不等鋪一个简单的贿解释，试从这 
雌测(对-般 ㈣ )关于&在什么条件下， _ LH 不賴之 -醜号祕成立 ，瓶謂你的椎 w . 

1关干/和 g， 在什么条件下，定理 3.8 和 3- 9的结论 中的等 号讎成立？聊先分脈理尸1和广的的 

情況. 

14. 设 1<>< 沈，親勒贝格测度而 B /eP = L ，（ (0, 〜 ) ），并 fi 

Fix) = fUHt tO < x < ™>. 


ta ) * 明啥代不等式 

I 

这表明映射 /_+F 映 M 到 U 内. 

Cb > 证明仅当 it 时，等号 成立. 
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( c ) 证明常数/>/(多一 i ) 不能用一个比它小的数代替. 

( dD 若/>0且/€广.证明 

提承 t 首先饋定/>0且 ™)>. 用分郁积分 _m 

f F p U)dr _ =— 蚪:V L (jc)xF’(:)dh 

注意 = / — F , 应用筏尔德不等式于 f P 然后导出一般情况 •（ c ) 对于充分大的 I 在 [1. 

幻上取 / U>=*r 1 %在其他点上取 / U > = 0. 可参看第 S 章习题 14* 

15. 设 U ,} 是正数序列*当1</»<如时证明 

.sj-l n-t^L f ___1 

提示：若这个结果能从习题〗 4 得出，这个特殊情祝蕴涵着一般愤况. 

16. IE 明叶果洛夫 定理： 若 〆 X )< K . 是一个复的可测函数序列.它在 X 的每点上点态收敛，并且如 
果^>0,则存在一个 可測集 ECX , 具有使得{/,}在£:上一致收敛 ■ 

(这个_论是说通过在测度任意4、的集上重新定义 / B , 我们能使点态收敛的序列转化为_致收敛序列；注 

意与魯金定理的类佩性-> 

提示 s 令 

S(stt^) pi 卜：1/〆工) - />(工）丨<+ } ， 

证明当时对每一个 h ， Sin : HiAiX 、， 因此存在一个适当的递增的序列卜*丨使褥 n 
Stfi * t ife ) 具有所要求的性職' 

证明定埋不能扩张到有限的空 

证明定理能扩张到用函数族彳代替序列情况 《用网 一种证法》.这里 £在1 实数内变佌，井盟観 
定对每一个 id ， 

C | > lim / r { x >=/< ar ). 

U ) P / f U ) 是连续的. 

17* ( a ) 若令 f maW 1， y 1 )， 证明对任愈的髮数 a 和心 

< b ) 设户是足 上的 IE 测度、 o < p < oa , /. eLMp )* 当 时，/_(工）— _/ u ) 并 n 

I ! /, V * u /%.. 通过完成略 逮如: 下的两个证明来证明 lim i f 一 11^ a 

( i > 根据叶果洛夫定理，作出 XjALiB ， 使得 h 1 / I p < e ‘ 声(忍）<™而人 — /在 B 上一致收敛 T 

应用法圈引理于丨/, K 上，得出 

lim supj ^ ! /« 

a ) 令 H ( I /r + : /, i")- ! /—/」、并且像定理 1.34 的证明 一样麵 法隨引龜 
同 < C ) mm , 若去掉II /- II,— II n, 的假设， m 甚至在〆叉><°°的情况下⑹的结论也不成立 ■ 

1 一 1 队设上的正测度 .x 1：隨可渊函数序刪 / J 称为讎度收敛于可麵議数^如果对每-个€ >(> ，存 

在一个对应的 N * 使得 

fldXi | / H U) —/(a) l>e}> <* 

对所 ¥ «> N 成立(这个概念在槪率论中是很重要的 ）• 假定 〆 夏 ><>0 ,证明下列命題； 
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U ) 若 / m (: r)—/(B a 1，成立 h 囑 /, — 

( t >) 若 /„ eL ，( p , 且 | i/ n — / IU-HK mf , 依* ? 度^ % itM Kp <^ o . 

( c ) 若八 -^ V ， 则 {/ J 具有一个 a . e . 收敛于 / 的子序列， 

审査 （ U # f !( b ) 的遴定邏《蕾 〆 X ) = oo * 如果广昼1? ] 上的勒叨格测度， U )、< b ), ( c > 会发生什么变化？ 

19. 定义函数的本性值域为集含沢/，它由所有使得 

〆 { j ：! | /< r ) — w I < e }) > 0 

对每一个 e >0 成立的复数 w 所组成.通明 K , 是紧集只/和数 | /11»之_存在什么关系？ 

设力/是所有平均值 

^ TE ) l/ dfX 

的集合，这遞£：€明 II〆 £)>()，和1?/之间存在餘么关系？ A / 总是闭的吗？是否存在这样的测度 /I 
使得对每_个/€!^(；|),為/是凸集？是否存在直样 的纖! 度^使得对某一个 A f 不是凸集？ 
比如说，用 LI - 代替结论怎样？ 

20. 设 p 是化上的实函数 * 使得 

( \ /C r>djrJ p(f)±v 


对每一个实的有界可测函数/成立 • 证明 f 是凸的 * 

21. 称度 a 空间 Y 是度 垅空闻 X 的 -- i 完备化如果 X 在， 内 稠密，且 y 是完备的*在 3. 15节中鵪经提到 
过度敏空间的这神完备化试叙述并征明■个说明上 ® J 术语是合理的唯一性定纏， 

22. 设 X 是一个度歐空间*其中每一个饵西序列苕收敛子序到 * 能樽出 X 是完备的吗（见定理3, 11的证明” 

23. 设 # 是 X 上的正测度， M ( X )< w - f€L (/.), I 1/ IU >0, 且 

仏 = [ j / | fl d/i < n = ] .2 、 31 …). 

证明 


lim = j ' / I ■ 


24. 设声是正测度- /€!/( 〆 >, 房 €1/(/1). 
( a ) 若 0< p <], 证明 




I / Z-U l f 


djw< I /— g \ p ^ 


并证明 A (/， g)=f 1/— 知定义上的一 个度 * ■ 
n )) 若并息 I ! / IU < 及， II 其证明 

f 11 / r-i g i f I d / i < 2pjR ^ ii 


提示： 首先对 y > 0 , 证明 

I i < 


u-ji 


0 < J> < 1 ， 


fit x-y I (/■ +/~ l ) I 


注意 U ) 和 （ b ) 建立起映 ！/{#) 到 ！/(>> 的映射 /-" I / I ^的连续性* 
25. 假设 pHX 上的」 E_l 度 T M/i X ^( 0 . 满麗 

I " 1- 
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对 If 意 ECX, 若 OC/EXoo ， 则 

^aogf)4 F Kp(Enm^* 

并 M 当 0< P <1 时 t 有 

[lij 26 . 若 / 是[()， 1] 上的正可澜函数，试比较 J^/(jr>bg/(j：)dx 与 J^/G)d0g/O)dt 哪 个大？ 
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内积和线性泛函 

4*1 定义复向量空间 H 称为辫积空间（或 L； 空阔） ， 如果向和的每个序对都 
对应一个复数(^， 3?), 即所谓I和 J 的_糨（或标量积）.使得 T 面的法则成立. 

(a) x) = Or, 横线表示取共轭复数)+ 

( b ) 当工 ,: y 和艺^时， （尤 + y ， 怎> z ) + iy t z) t 

(c) 当： r_3?€ H，g 是标景时， （M， y )= a(xy y ). 

(d) 对所有 j :6H，（x，x)^0, 

(e) Cx f x>=0 当且姐当 i = CL 

(f) [| X I 2 = (x, J：), 

下面列 m 这臺公理的莱 盏直接 推论： 

法则 （ C ) 蕴涵着对所有的(0, ^)=0. 

法则 （b) 和 (c) 可以合并为 T 述说法 .• 对每个 映射 pU ，y) 是 H 上的一个线性泛函. 
法则 （a)_(e) 表明 （x， ciy )^ a ( jr 9 y ). 

法则 （a) 和 （b) 蕴涵着第二分配律： 

(ZfX-^ y) = (z，aJ ~h (z f y )， 

由 <d ), 可以定义_童:的范数 II ^ II 为(工，1)的_负平方根 ■这样 
4.2 施瓦茨不等式性质4 1( a ) 〜 （ d) 蘊涵着 

I ( 尤， II ^ 1| || ^ II 

对所有 x，y€ H 成立 * 

证明令 A 二 !| x II s , D- | U, y) I * || jll 2 . 存在一个复数 ® 使得 U I 丽 

ab , W = a 对任意实数 r ， 便有 

(x 一 ro:^' f jC ~ 1 ra^ ) ~ 一 fipt Cy fJ-" ) — 微(.工 *y) （】） 

(1) 式的左边是实的和 _ 负的.圈此，对每个实数^ 

A — 2 Br -+ Cr 2 > 0, ( 2 ) 

若 (: =0，则必有 13=0; 否则当 r 是很大的 正数时 G) 式不成立.蓊 00，在 (2) 式中取 
讎 tf<AC. ■ 

4,3三角不等式对#意工和都有 

II ^ + ^ !1 < II 工 II + II 3^ II ■ 

证明 由施瓦茨不等式 

|| jr + ^ II 1 ~ (jc + H - 3^) = (工 ， z > + (工+ (； y ， 工）+ (； V ’ 夕） 

^ || x 1 3 + 2 li x || ，II + II J II 2 = ( II 丨 II 十 II J II ) 2 ■ ■ 

4,4 定义由三角不等式得 
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|| X 一霉 || < || 又 —j 1 + II ；V 一 ％ II (.r.yjz 6 H) t CD 

如果我 们定义 i 与 y 之詞的距离为 lli 一 * 则度 M 空间的全薄公理都能满足*在这麗，我 
们第一次用上定义 4. 1的 （eX 

这样， H 就威了一个度量空阔.如果这个度量空闻是完备的，就是说 T W 中的每一个柯 
画序列都收敛，那么 H 就称为希尔伯特空间. 

在本章的余下部分 ， 字母 H _ 表示希尔伯特空间. 

4,5 例子 

( a ) 对任-固定的所有 n 元序组 

x = ($1 ，.**，&) 

的集 C % 这里 6* …，4是复数，当我们像通常一样按分量定义加法和标量乘法，并定义 

i^^y) = fif ； (y — C^i »，*•，）） 

i = i 

就成为一个希尔伯特空间- 

( b ) 如果# 是一个正测度， LU #) 就是一个具有内积 

( f*gy = J 声如 

_希尔備特空间*这里右端的被积函数由定理3•心是属于 L 1 (户） 的*因此（/， g ) 有确定_意 
义.注意 

II / II = (/，/) 1/z = I / = II/II 卜 

L 2 ( p >_ 完备性（定理 3. 11) 表明 LMp ) 的确是一个希尔伯特空 I 爾（要记住是看做函数的等 
价类的空间的；比较3,10节的讨论）. 

当 H 二 i ^( p ) 时，不等式 4 * 2和 4 . 3 转化为霍尔德和闵可夫斯基不等式的特例. 

注意，例 （ a ) 是例 （ b ) 的特殊情况，在 (&) 中的测度是什么？ 

( c ) [ 0 , I ]上全体连续复函数的向量空间是 一个内 积空间，如果 

( /，，> = / ⑴ g(^de * 

但它不是#尔伯特空闺 * 

46 定理对任意固定的映射 

xi^*y) f ^ (yt^) t 工 — ► II ^ II 

都是 H 上的连续函数. 

证明施瓦茨不等式蕴涵着 

[(^ L f y) — (X 2 ， y> 1^1 (^1 —X2fy) !< - A II II $ h , 

这就证明了工―( I ，： y ) 事实上是一致连续的.对工 —（ J . 戈）也一样是正确的，由三角不等式 

II Xi II < j| Xi — X 2 II + 1 II 得出 

11 X | II — I X 2 I ^ || ^ Xi II . 

若交换 Xi 与而，可以看出 

I II Jti II - III II I < II ^ II 
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对所有 A |0 x a 6 H 成立*这样 1| 也是一致连续_ 

4.7 子空间向量空间 V 的一个子集 JW 称为 V 的子空 _* 如果 M 本身关于 V 中所定义的 
伽法和标置乘法是一 个向貴 空_.对于集 MCZV 成为一个子空_的充要条件是 当工， y € M , a 
是 一 个标餐时工 「78 ] 
在谈及向量空间的时候， 41 子空间词将总是賦予上述的 含义， 有时为了强调*我们也可 
以麵"线性子空间”一词来代替子空闽. 

例如, 为集 S 上全体 g 函数的向量 空闻， S 上全体有界复函数的集就是 F 的一个子 
空间.但是所有那些 /€ V , 使对每个1 fix ) I <1 的函数的集则不是一个严空_.实 
向量空间圮除了如下的子空间，而不再有其他的子空间： （ dfi 3 , ( b ) 所有通过原点_平面， 

( c ) 所有通过原点的直线， ( d )(0)* 

H 的一个闭子空间是 这轉猶 一个子空闺，它相对于由 H 的度量引出的 柘扑是 一个闭^ 

注意，苦 M 是 H 的一个子空闻，则它的闭包 M 也是 H 的一个子空阙.为此 * 选取 M 中 
的 I 和3»，设 a 是一个标量，那么存在 M 中的序列靡 { jU 分别收敛到 I 和: V ，容易验证 
A 斗％和分别收敛到1 + J 和抑，从丽： r +# 爾和 axeM , 

4. 8凸集向量空闻 V | 中的集 E 称为凸的，如果它有下而的几何性貭：当 yGE f 
且 0< i < l 贈，点 

2^ -= C 1 — Ox 十办 

也属于当 I 从0变到1时， 我们 可以设想点々在 V 中描出一条从$麵^的直线段.凸性要 
求 E 包含它的任意两点之间的线段* 

显然，¥_每个子空_都是0的* 

_样.如果 E 是凸的，那么它的每一个平移 

E + x = {y-h y & E ) 


也一定是凸的. \ 

4+9 正交性若对某个: r 和： （: r ， 3 ;) 二 0 ，我们就说交于 >，有 时记作尤丄: V. 

由于 y)=0 组涵着（: y, x ) = 0 , 关系“丄 1 * 1 是对称的. 

谩 jc* 1 表示所有正交于 x 的$6 H 的集；丽 S M 是 H 的子空_时 p ® M 是所有 Hi 交于每 

个那些 的集. 

注意工丄是只的一个子空间，因为 x 丄 y 和 I 丄/蕴灑着 I 丄 b + ：V ) 和 怎丄⑽ . J 也恰好 
是那 些使连_函数 (工， ： y 》 等干0的那些点的集.因此，是 H 的闭子 _ v _ 间.由于 

M L = p[ x 1 » 

j€M 

M 丄是闭子空阔的交，于是得知 Mi 是 H 的阔子空间， x ^ ^ ( ^ ^ 

4 •轉定理纟希_特空中，每-个#空_集[祕含唯-的-个具有最小范教 

的 无素. / M II 

換旬话说，存在唯一的一个办6芯，使得对每个 ll 為II 了 II ’ 

证明通过仅仅用到定义 4 * 〗 所列举 的性质的简单计算，可得到恒等式 


ii x + 3 ? r+ iinir - 2 r + 2 11 y 11 2 (:， ye m . 


a ) 


II jL 1 a y || 1 11 ^ in _■■_■■■ ■■- 

这就是熟知的+行四边形法则：如杲把 II 工 I 解释为向量尤的长度，（1>式就等于说一个平行四 


rm 
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边形对角线的平方和等于各边的平方和，这是平面几何中一个熟悉的命题， 

设# 1 UI : 对任意的怎和应 ffl ( l ) 于和得到 

+ { ibii ^| 宁『. t 2) 

因为 E 是凸的， ( x + y )/ 2 EE . 因此 

itn 1 3 < 2 iu mb r - 4a 3 ( X 。 € 取 a ) 

若还有 IU |1 - || j^ll 则 （3) 蕴涵着这就证明了定理的唯一性断言* 

沒的定义表明 E 中存在一个序_{%},使时 ，II II ^ 在 （3) 中用九和 h 代替 
文和 y ， 那么，当如和 m_oo 时, （3) 的右边趋于 G , 这表明 bd 是柯西 序列. 由于只是完 
备的，存在办 6H , 使得当 it— ㈤—為，即 ib s —為||_0,因熟 6 E 而 E： 是闭的， 

E . 由于范数是 H 上的连续函数（定理4、6)，故有 

II Xo || = lim I II — . a . ■ 

C 11 定理设 M 是希尔#特空闭 H 的闭+空间. 


( a > 对每个有唯一的分解 

x = Fi ^ » 


noi 


其中 P 工 € M ， Q ^ M 1 . 

( b ) Px 和 Qx 分別是 M 和 Mi 中距尤最迫的点. 

( c ) 映射 P : H # M 和 Q : 都是 线姓的 ■ 

< d > 1| ： x \\ z = II Fx ini <MI £ . 

推论若 M # H ， 則存在: yeH ( y #0 O 使得; y 丄 

P 和 Q 称为 H 到 M 和 M 丄上的風交投影， ， 

证明关子 （ a > 中的唯一性.可设对于減中_向量 i’t /和 m 丄中的向量 y ， y % 有尤+ 

那么 

因为/一//一 yeM 丄.且 MflM 丄={0}((文， x )^0 蕴涵着艾= 0这一事实的直接结 

果 ） t 所以/ =： r % y = y ~ 

为 ffi _ 分解的存_性，注意到集 

x + M = { x ^ yi .； y € M } 

是 ㈣ 的和凸的 * 定义 Qz 为 r + M 中具有最小范数的元素，根据定理 L 10,它是存在的.现在 
定义 Pj : — x ~ Qjt . 

因为 Q ： rez + M , 很明显 PxeM » 所以 P 将 H 映到 M . 

为证明 c ? 将只映到 M -， 我 tl 先证明对所有的） g m ， (如， 小失 一舣性，假设 
I ^ II =1，并令5：=0$，的极小性质表明对每个标量心 

( Zf 定 ）；II z II 怎一炫 y II 2 怎一 时， z 一灯乂 


简化之 ，得 


0 a ( y ^ z ) 一&+ cza * 
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令 30 ,就给出0<—丨（心 jO ! 从丽 O , 30 = 0 ,因此 Qz€M 丄. 

我们已知 heM , 如果 y eM ， 扉么只有当时， 

II ^ ^ I ^ = It Qr -h (P^r — y) P = 1| Qr |1 : + tl 丹 —j 11 2 

值最小. 

我们已经证明了 （ a > 和 （ b ). 应用 （ a ) 到 y , 窃 x + fy 上, 我们 I 得到 

P(«r + 御）一 prPa: 0^y — cQjo + 尽 Qy — Q(cO ： + 卸乂 
左边属于 M , 右边属于 H 此二者都是 0 t 于是 P 和 Q 都是线 性的， 

因为丄 Qx ， 由 （ a > 可得 ( d >. 

要证明推论，我们取: C & H ， 并令工.國为 x^Px, 所以 — 
Px^Q. ■ 

我们已经观察到对毎个: y € Hi y > 是 H 上的一 个连续的线性 泛函. -个极为重要 

的事实是； H 上所有的连续线性泛函都是这种形式- 

4,12定理若 L 是 H 上的一个连续线性泛函，则存在唯一的一个： y 6 H ， 使得 

— 0 r ，3?》 (x H ). (1) 

证明 若对所 有文有 1^=0，则取否则的诘，定义 

M = { X ® Lx — 0} + (2》 

1_线性表明 M 是个子空_. L 的连续性表明加是_的，園为存在 xe H ， Lx #0. 定理 
4,11表明并不由单独一个0组成. 

因此 t 存在 seM 1 *， 11^11=1.令 

u — {hx}z — ( L ^) j :：. (」） 

由于 Lu = ( Lx )( l ^)-( L 5：)( JLr )，0, 便有此風干是 U ，^>=0* 这就给出 

Lx — ( Lx )( ztz ) — ( Lz ) 《4) 

取 a = L 霉， y = az ^ 则⑴就成立了 ■ 

y 的唯—性是容易证明的‘因为，如果对所有文（ I ， = 令 ：=’一 y ， 则 

对 所有艾 ( Z , ^>-0, 特别（怎，怎 ）= 0. 因而 —0. _ 


规范正交集 

4, 1 J 定义若 V "是_个向量空间’怎1， ." ， A & V % 葡■“， c ‘是标童，则 q 尤 1 + *" + 
cm 称为，…，々的一个线棟组合-集 U . …，称为独立的，如果 ㈣ 
蕴涵着 0 = C2 = .,. 二 Q 二 o s 集 SCV 是独立的，如果 SW 每个有限子集都是独立的， _ S _ 所 
有有限子集的所有的錢性组舍所成的集 〔 s ] (也 称为 s 的元素的全体有氓线性组合的集），很清 
楚是一个向量 空间， [3]是 V "中包含 s 的最小的子 空繩； [ S ] 称为 S 的张成空间 t 或称由 S 张 

成的空 _. ^ ,田# 

希尔伯特空间中向量组成的集.这里 a 取遍某个指标集 A , 称为规范嚴交的，如果对 

所有的 KA , ^ 6 At a # i 9 都满 足正交性关系（^，并且它被规蒗化，使得对每个斤 

A , || 化 1 = 1.換句话徼， U a } 是规范正交的，即规定 



0 a # 择 , 

如果 U @: 是纖 m 正交的，对于每我们都对应于搢标 A 上_—个复函数幺 

它定义为 

Ha) - U,tO (a € A). C 2 > 

有时，称这些数为关于集 {&} 的傅里叶系数 + 

我们首先由有限正交规范集叙述一些简单的事实. 

414定理设是 H 中的规范正交集， IF 是 A 的一个有限子集，是由 


{«,： a£JFT 张成的空间， 

(a) 若 f 是為上的一个复函数且在 F 外取值 A O t 则存 在一个向量: y€M F ，即 



y = XI炉(级》 1 ^ 

㈣ F 

(1) 

使得: y(cr) = ^«(a) 对每个 crC A 成立 * 

同时， 




(2) 

(b) 若 xf H 且 


Sf (^) ― 2 $ (位）队， 

(3) 

则 

II X — s F ( x ) II < II X — S II 

C4) 

对除.户 s F (x ) 外的所有有 


y ’ I Kcr ) UP . 

<5) 


证明 （ a ) 是 4 J .3 节<1>规斑■為关系的直接 结果. 现证明 （ b >， 我们用印代替4($)，并 
且注意到对所有位 € F & -.%(«)*这就是说若则 ( x — s F ) 二! 4 ，从而对艇有 $€ M P ， 

(O' — 奸）丄（化一 5 ) * 继[巾 

I x _ s || ^ = ii <x 一 ) 十 （ Sf- — s) I! a = li JtT ~ f F i 2 + ll % 一左 II 2 , ⑹ 

这就证明了 （4). 令= 由 （6) 得到 IWf 11 II 工11 a ，根据 (2) 可知这与（ 5 )是相同的， 

定理観 • " 

4 # 15我们希望去掉定理 4. 14中出现的有限条 lt ( iPW 得到定理17和定理4 18)，同时不限 

制集必须是可数的条件，因此清楚符号 H 的意义看来是必要的，其中《 &任何一个集八中 


变动‘ 

俄^对 at A » * 那么 


2 妒 (a) 


⑴ 


表示所有齡關 _) + “.+_> 祕社祕，財 a ” ■..，^録巾娜綱的元索- 
立刻可以看到》和 （1) 恰好是免关 f A 上的计数测度 p 的勒 M 格 积分* 

在这里，我们用， ( A ) 代替 L /( m )， 以 A 为定义域的复函数 p 属于隽) 当且仅当 


2 I f(a) r < °°* 


(2) 
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例 4.5( b > 证明了产 （ A ) 是希尔伯特空间，其中_积定义为 

— y ^^( g ) ♦( a ). (3) 

这里，在 a 上求和表示关于的计数测度迸行积分；注意这是_为_和#都 
属于 ， （AX 

定理3,13表明，所有那婆只在 A 申有限个点取值不为0的函数 p 的集是产 ( A ) 的一个稠密集， 
此外， 若 < p € f ( A )， 则 U € A S f ( d ) 參 0} 至多可教， 这是因 为如果 I 是使得丨 9 ( a ) I > 
1/ n 的所有 a 构成的集，那么 A 中飾元 素个数至多是 

I tif ( a ) 1 2 ^ I < p ( a ) 

其中.每个 A fl («= l ， 2, 3,…）是有限 集* 

T 面关于完备度垃空__引理将使我们更容 易把有 限规繼正交集 推广到 无限的傭况* 

4. 16 引理傲 

U ) X 和 Y 都是度量空间，且 X 是完备的- 

( b ) /, 是连续的， 

( c ) /在 X 的一个稠密子集 X 。上是等 M 映射. 

( d ) /( x a > 在 y 上 稠密. 

则/是从 X 到 y 上的等距映射. 

此结论坡重要的内容是/把 X 映射 到整个 Y 上. 

回忆一下，等距映射只是保持距离的一种简单映射.所以由假设可知，对所有 X 。中的点 
/(々）与/(^)在 Y 中的距离刚好等于 A 和办在 X 中的距离 ■ 
a 明 由子冗。在叉中稠密， a / 是连续的，从而立 爾可知 /是尤±的等距映射* 

选取 yev , 闵为 f ( Xa ) 在 Y 中稠密，所以存在為中的序列 {.〜} 使得当时/(工)-^， 
从而{/(^)}是 Y 中的柯西序列.而由于/是 X 。上的等_映射，可知也是柯西序列，由 

兀的完备性，敛到某个再由/的连续性可得 

f(jc) — lim / Cx M ) = j * 鐵 

4* 11 定理设 U ffi : 是 H 中的一个规范正交集， FV 是向量〜的所有有限线性组合构 

成的空间. 

不等式 

£ I i(ci) I 2 < IUP ⑴ 

对蹲有的 xeH 都成立， 且 X 一1是 H 到 f ( A ) 上的连续线性映射，其限制于 p 的轉包戸是 P 
到 F ( A ) 上的等距映射. 

证明 由于 不等式4, 14(5) 对每个有限集 K = A 成立，从而爾得(1>，即所谓的® 塞尔不等式， 
通过来定义 If 上 的映射/，由 （1) 很明确地表明 1/ 将 H 映射® Sf ( A )， 根義凰/ 
是线餘的，把<1)式应用到/一: y 上，则有 

|| f ( y ) — fix} | 2 ^ B ; — i lls < II J — 工 If ， 

从而 / 是连续的，定理^ 14( a > 表明/是从 P 到的一个稠密子空间上的等距映射， 
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炉 （A) 由支集为有限集 FCA 的函数 麵威 ， ^X = P , 和由引理 4.16 Bfl 得本 

定理；其中要注意的是， P 作为完备度量空间 H 的闭子集，其本身也是完备的. ■ 

映射 a 从 H 传送到尸 （A) 称为置斯-费希尔定理， 

4. 18定理 设 U at 是 ff +的规范正交集. 下 面美于的四 个条件 中的每一个都 

蕴 涵着另外三个 I 

C i > Uj 是 H 的极九规范正交集. 

(in u ,} 的全体有限线性组合 F 在 H 中裯密， 

(iii ) 对每个有 U I i(^) 1 2 - lull 2 . 

{ (V ) 若 y€：Hi JW S(g)：y(ff) = (x，：y). 

a€ -A 

最后一个公式就是熟知的帕塞瓦尔恒等式.注意 ie/cA)，^e^(A ), 所以 ife/VA). 
从而< IV)中的和式的意义嬝明确的*当然， （iii) 是 （iv ) 当时的特例.极大规范正交集通 
常_做完备规范正交集或者规范正交基. 

证明简单说来， U 0 } 是极大的就是 意昧着 h 中再也没有 向貴能 附加到上，使所褥 
到的集还是规蒗正交的，当 H 中不存在 X #0 能与每个 h 都正交时，上述情况确实是会 
出现的. 

我们将 ff_ 明（丨 >-，（ ii )^(i)-^(iv)—( i >. 

若卩不在 h 中稠密 , 则由定理 4 . n 的推论可知，在 J 3 中存在一个非零向量. 
这样⑷在 P 不 稠密时 不是极 大的， 即 （ I ) 推出 （li )■ 

若 （ii >成立.由定理 4. 17, （ fii) 成立 * 

(川 ）#(j V ) 的蕴涵关系要用到希尔伯特空间中的懷等式 (有时 称为极化恒等式） 

Hx ^ y ) — II X + 3, F - II ^ — 3^ II a + ' II ^ 11 " ^ ^ ^^ ^ ^ ' 

丄式表示由范数确定飾_积，用 i 分别替代I, : y 國样成立，这是因为产 （A) 也是希尔伯特 
空间 《参 看习题19的其他恒等 式）. 注意到 （ili >*(iv) 中的和分别是1主11和（王， 

最后，若 （i ) 不真，则在 H 内存在使（… *0^0 对所有的 A 成立，若 JT = ;y= 
w， 则 U， y )= \\ u || 2 ^0 + 然而对所有的 aeA，x(a) = 0, 所以 UV) 也不 成立* 从丽(IV)蕴涵 

着 （i )， 证明 完毕. ， * 

4. 19罔构非正式地说，两个具有榻國性质的代数系统被认为是同构的，意思是指存在从 

一个系统到另一系统上的一-^映射，它保持全部有关 性质， 比如说，我们可以阔两个群是不是同 
构，或者两个域是不是同构，两个向量空 间是兩 枸的，如果有一个从一个空 间到男 一个空间上的 
一一 的线性 峡射. 线性映射是那种保持空间的有关概念，即加法和标量乘法的映射. 

同样地，两个希尔«特空间是同构的， 如果存 在一个从上的一一线性映射 A ， 
使它_时也保持内 积：对 所有的 I 与 <Ax * A ^ ) = Cx, W 成立 * 逾样的二个 A 就是仏 
到 ff 2 上的一个同构（或者更确切地说，一个希尔伯特空两同 构). 利用这一术语.定理 4 _ 17 

和定理4, 18 可以得 Hi 下列命题 + ^ 

若: A } 是希尔伯 特空闹 H 申的极大规范正交集， 5 ( a ) = ( 工， u a ) t 則政射尤―是 
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H 到# <A) 上的希尔#特空阔 B 构. 

可 以证明 （我们予以省略）. /(A) 与 /(B) 当且仅3 A 与 B 有相_的基数时才是同构的. 
然丽，我们将 证明每 一个非平凡的希尔伯特空闽(这意味#空间并 非由单独一个 0组成)都有一 
个极大规范正交集（定理 4. 22)，从而每一个这样的空间都同构于某个# (A>. 这一证_有赖于 
偏序集的一个性质，该餘质与选择公理等价. 

4.20 偏序集集沪称为由二元关系 “d 开偏序化，如果 

(a) a^h 和殖涵着 

(b) 对每个 a €沪， 

Cc) 这<5和6<。蕴涵着这=6. 

偏序集沪的子集 5 称为全序的（或线性序的 ）* 如果每一对心㉕ 满足或者 
例如，一个给定集的每一个子集族由包含关系所偏序化. 

为给岀，个更 特殊的 例子，设史是平函金体开集族，由集的包含关系所偏序化 * 画设 J 是 
所有中心在原点的开圆盘族 T ilJ'C# J 由"一”全序化，并且5是沪的一个扱大 的全序 子集. 
这意味着当把不厲于 S 的任意一个沪的元加到身中以后，所得到的集族就再不能由全序 
化了- 

4 21豪斯多夫极大性定理每一个非空偏序集都含有极大的全序于集， 

这長选择公理的一个推论，并既事实上也是等松于选择公理的，它的另一种（很 相似》 形式 
是所谓佐恩引理.我们将在澍录中给凼证明， 

现在设 H 是一个非平凡的希尔伯特空间，则存在“€只，II «|I -1. 因而 H 存在_空的 

规范正交集.极大规 范正交 集飾存在性就成了下述定理的—个推论. 

C 22 定理希尔伯特空间 H 中的每一个规疏正交集 B 都包含在 H 的一个极大规范正交 

A +■ 

证明设#是 ff 的包含给定集 B 的全体规范正交集_类+由集的包含关系将少偏序化， 
因为多，#关0.因此多包含一 f 极大全序类众设 S 是全体 D 的眞素之并. 显餓 BdS. 

我们断言 S 是极大规范正交集I 

若屮和 u ? es t 则存在烏和 As GD，m € Ax , m € . A ,» 因为 II 是全序的* 

'匚 A 5 > ，故因为 A 2 嬙规范正交的 T 当％爹⑷时 ，（％, 当％ = 

〜时 ( y " u 2 X ■ 于是 S 是规范 E 交集， 

假說 S 不是极大，则 S 是一个规纖正交集 Y 的真子集■显然 S ’ 且^•包含 D 的每 
个元素.國此我们 II以把 S * 加到 D 中丽仍然保持全序，这却与0的极大性相矛盾， ■ 

三角级数 

123定义设 T 是复平面上单位圆周，即丽有绝对值为 1 的复数集.着尸是工上任意一 
个函数，而/在贫 1 上由 


/CO F(e^) 


0 ) 
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所定义，则/是一个周期为 h 的周期函数，这表示对所有的^ /( f +2 沉)= /(，)•反之，如果 
/是 F 上的周期 为仏的 函数，则存在一个 r 上的函数 F 使 （1) 式成立， 这样来 ，就可以把 
丁上 W 函数与上周期为心的函数看做同-圆事 | 并且 我们尽 管考虑/是定义在 T 上的 * 为 
了记号的简单，我11有时候宁愿写 /(£) 而不写 /(&). 

记住了这个约定以后，对于定义 I /( T ) 为所有況 1 上的、勒贝糌坷 测的、 周期为 
的，并使得范数 

w/h = I m 叫 p (2) 

为有限的复函数类， 

换言之，我们考察的是 LM #)， 这里的芦是[0, 2幻上（或 T 上)的勒爾格测度除以 
L 《 D 是所有1，(1^中_屑期为仏的元素的类，以其本性上确界为 纖数- 丽 CCD _ 了上全 
体连续复函数组成(或者，等价地， 由全体 纪上的周期为的连续复函数组成）.并具有范数 

II / jU = sup I /(f) I, (3) 

t 

(2> 式中的因子+简化了我们讨论时所涉及的形式. 侧如， 常数函数1 W 范数是 1. 

£n 


圆 


三角多项式是形如 

V 

f ( t ) = ( a K cosm + h n g>inyg ) (I 6 疋） （4) 

的有限和式 * 这里办，山，…，如和…，心是复数.櫬据欧拉悔等式’ （4) 也可以写成 

N 

fit ) - <5> 

的形式，这对大多数0的来说胤得更方 便些. 很清楚，每一个三角多 项式都 有周動2^ 


我们用 Z 表示全体整数（正数、零和负数）的集，并且令 


»,(0 - e^ f (« € Z )- 


⑹ 


如果在 U (71 屮用 


(/，— ^ 



/(#) g(Odf 


来定义内积(注意，这与（2>是相协调 的）. 驛么，筒单_计算表明 

忐 JV — & 


(7) 

< 8 ) 


(.1 n = m ， 

10 n ^ m, 

这样，彳〜 ； 幻是 L 3 ( T > 的一个规范正交集，通常称之为三角系_规在我们来 证明这 个系是 
极大的，并从而导出原先在希尔倫特空_那一部分所褥出的抽象定理的具体形式. 

4 , 24三角系的完备性定理 4* 18表明，一旦能证_全体三角多项式在 P (了)中稠密 * 就立 
刻可以证明三角灑数系_极大性(或完备性 X 因为由定理 3. 14( 注意: T 是紧的 CXD 在丁)内 
是稠密的，所以只需证明对每个 /6 C ( T > 和 e >0, 存在一个三角多项式 P 使11/一因 
为对每个发 ec ( 了）， | g | h <| UIU ， 估值 II /— p || 3 < e 珂由 II /—尸 IU<e 得到，而这一估 
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值就是我们要证明的. 

假设我们有具有下列性质的三角麥项式 Qw Qy Q 3 ，…： 

( a ) 当 时， 

Cb) T (f)di — 1 , 

S 霄 J 一 ST 

( c ) 若， = (山 则对每个 C >0, 

limm(^) — 0. 

Jr— 吸 * 

( c ) 的另一种说 法是； 对每个 邊>0, qa ) 在[一 it , —幻 UO ， it ] 上一致地趋千 a 
对每个 /6 C ( T )， 我们对应一个由 

P k ( i ) ~ f(t — s ) Q k ( s)ds (k = 1,2, 3,-0 ⑴ jSd | 

ZffJ —n 

定义的函数 i \, 如果我侧翅一 s 代换^然后再用 I 代换，这时/和 a 的周期性表明积分 
值将不会改变.因此 

Pk ( t ) = / G)Q 山 — Ods (是 = 1.2, 3 . （2) 

因为每个 Q , 是三角多项式.形如 

Q,W = 2 . (3) 

如果用 I 代换 (3) 式中的《，并且代人（2)，我们 即可看 it ! 每个 P * 都是三角多项式. 

给定 e >0, 由于/在 T 上一致连续，存在办>0，当 U — isi <3 时 ， I /( f > —/( S ) 丨< 
l 由 （ W ， 有 

P *( l ) -/(() = {/( i - s )-- f ( t )} Q ,( s ) ds . 


丽 U ) 蕴涵着对所有 r ， 


P k U )- f ( t ) |<紅 I fit - s )- f ( t ) I Q k ( s)ds 


= A ] '1 Ag . 

这里 A , 是[一心幻上的积分而是[—«，一 $] U [3, 上的积分 ， ft A 中，被积函数小下 

t Q fc (5) t 故 _( b ) 得 Ai <& 在烏 中， 有 故_(0)，对充分大的々，冇 

烏 <2 II /IU • %( d ) <€. 

因为这®估値与£无关，我们便证明 r 

lim 1| / — P* IU s 0, 

轟 — p ■娜 

剩下来就 ft 构造 ft 了.这可使用多种方法》下面是一种简单的方法，令 

1 + 1* 


(4) 


(5) 


Q*{r) ™ c k 


C 6> 


这里 Q 选得使 d ) 成立. 由于 （ a ) 是明显 -的， 我们貝需证 _( c )， 因为 ft 是偶函数， fb ) 袭明 


€k 


1 + cos * 


d ( > 


c i\o 


1 十 cosf \ k 


sinidf 


2 c * 


TC (务 + 1〕 
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EH 


因为 ft 在 [0, IT 〕 上递减，于是 
ft ⑴ 


idk + 1) / I + msd 


2 


2 


(0< S <,\ t |<*), 


(7) 


由于时, l + cosff <2 t 这就蕴涵了 （eh 
我们已经证明了如下的重要结果. 

4 2 S 定理若 /6« T ) 且 e >0, 则存在一个三角多项式对每个实的“有 

I fit ) — F ( i ) I e . 

个更为精细的结果曾由 F € j 6 r <1904) 所 证明： 任锊 / eCX 丁）的傅里畤级數部分和的算术 
乎均值都一致收敛于，定理证明（与上面的证明非常类似)参看[ 45 ]定理 3 - 1或 [3 6 ] p * 甜， 

4, 26傅里叶级数对任意/€以（了），我们用公式 

/(rO = 士 j ' /“) e- … df <n 6 Z ) ⑴ 

定义/的傅里叶系数，记住，这里的 Z 是全体整数 的集. 这样对每个都对应了 Z 
t 的一个函数 /■ /的傅呈叶级数就是 

2 ( 2 ) 

而它_部分和是 

Sn M = £ /(”)# < N - 0，1，2, …）. (3) 

因为 L 2 ( T ) CZL l ( T ), a > 也可以应用于每个 / eP ( T ). 比较 4. 23节及 4. 13节的定义, 
现在可以用具体的语言重新叙逑定譏和定理 4. 1&: 

里斯-费希尔定理断言：当是一个复数序列，使 

2 I ^ I 2 <°° 

时,则存在一个 / enr ) 使 

c H =去 r (n e z >. 

•6 JCJ - ir 

帕塞瓦尔定理断言：当 / eLUT ^ gGI ^ T ) 时， 


(4) 


(5) 


S hn } g ( n ) 


2 n , 




( 6 ) 


(6) 式的左边 I 的级数绝财收敛，并且若 h 像 （3) 中一样’那么 

lire | /— lia ^ 0. 

由 （6) 的一个特殊情形，有 

1 / 一 1 1 — 2 II 、 

\nl>N 

注意’〈7》式说 明每个 / eP ( T ) 都是它的傅里叶级数部分和的 1 ^—极限：也就是说/的傅 
里叶级数在 u 意义 T 收敛于 /. 如像第5章将要见到的那样，点态收敛提出了一个更加带有 

技巧性 w 问题. 


(7) 


(B) 
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里斯-费希尔定理和帕塞瓦尔定理可以通过栺明映射/>>是1^(11到/(2)上的希尔伯特 
空__同构而予以综合. 

在其他函数空间中（例如 * 在 D ( T ) 中）的傅里叶级数的理论比在 LHT > 中更加困难，而我 
们仅将在少数的几方面碰到它 * 

注意到在里斯-费希尔定理 M 证明中，关键部分是这样一个事实，即 P 是完备 i _， 下面一 
点要牢牟记往.即对那些断言或者甚 M 任侧 M 的完备件的定理，有时也冠以“里斯-费希尔 
定理"这一名称. 

习题 

在这一组习题中， H 总是表 示一个 希尔伯特空间 - 

1. 如果 Mftff 的一个闭子空间，现明 M =( M 1 )' L _ 对于不… 定闭的 子空间 M ， 有没有一个与之类似的正确 

的命题？ ' 

2. 设 2. 3,是 ff 中的一个线性健立的向里集，证_下國的构造产生一个正交规范集彳仏） * 使 

得 { X |, …， { U ] » } 对所 有的尺 興有相同的生成 - 

令吣 li ji II ^定义 

，時 = 一 〉】 fUf) Mj f U n — Vn/ I! % li - 

注意 T 这可导致一个关于砑分希尔伯特空 _ 中极大规范 IE 交集存在的证明，它不必偌助于豪斯多夫极大原 
理.（一 个空⑽ 1是可分的，瓣果它包含可数稱密子集 *) 

3. 证明时， I /( T ) 是可分的，但 £/°【 T ) 不是爾分的， 

4. 证明 H 是可分当 a 仅当 H 包含一个至多是可数的极大规范正交集 ■ 

5 _若 = 这里 L 是 H 上的-个连续线性 泛函， 证_ MJ ■是一个维数为1的_暈空闺（除非加二 


6 緻 (《 fl u»=u 2, 3,…>是#1中的规范疋交集，说明这是-个有羿闭集而非*的例子. SQ 是片中所有 
形類 

x = (这里 1 “ ^ - ) 

1 

h I 的集■证明 Q 是紧的 （ Q 称为希尔伯特方体 h 
更漦迫，设{氰}是一个止数的序列而 S 是 H 中所有形如 


2 


"(这 里 1 g |<^> 


03 

的 I 的集， 证明当 1汉当冗忒<°°时 3 是紧的 1 

I 

证明 H 不是局部 紧的. ^ . 

7设“丨是一个正数的序■，对试<印时有求证 Sa <®. 

提仏紅心％ 麵存在互不相交的集合郎=1，2, 3, …） 使得成立，对每个托 E " 定 

义 U 得 V ;通过适当选取 c ”虽然有狀(炸# 讎空 

^若仏和仏是两个希尔伯特空间， 证明 其中的一十一 定議于 另-个的某个子父隊 （注意 1希小 伯特乂 

_的每+闭子空_仍是希尔伯特空间） 

9. 若 AC：[0_ 2其]而 A 是可 谨明 

€ OSi » d ^ = liTn - 0* 

^ --.J A n+ooj 扇 
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10. 世％<〜<%<…是正整数，丽£是所有使 Ui 嶋 I) 收敛的点 x€[0, h] 的集 * 证明 m<£>^0 T 提示 
2 sin S d =ss l ^ cos 2* f 因此由习 IS 9，在 E 上几乎处处有 sinsur -* 土 

11. 求 L 2 ( T ) 中不含霜最小范数的元的一个非空闭集 

12. 在4^4节中已指出黹数 q 使*保持有界，更精确地估计相应酌枳分値并证明 

0 < limk ^ 2 c k < oo , 

13. 设/是 F 上的连续函数 T 周期为 h 证明 

对每个实无理数都成立+提示：首先对 

/(f) = exp(2dfe>T 4 = 0 ，士 1. 二 £，* 

来儆这道习题 - 
1 A . 计算 


| jt 3 一 a — fer — ct" ! 2 djrt 


并求出 


maxj 

这里 g 满®:下列限制 

「 ^( jc>dr = =- | ^ ^( j ：) dA ' — 0*1^ I g ( i ) 1 2 心 = K 

15. 计算 

min [ | j : 3 — a 一 hr 一 cx z | £ e~ J d [ 

J 0 

如习题 U 靡样 • 叙述并解相应的极大值问翹 t 
16 t 如果和€ H 面 M 是 M 的闭 线性子 空间，证明 

mini I ! x - jr a || ； jr 6 maxi i ( Jto ，: y ) h y € ’ . I J II 

17. 证 明存在 一个从 [0、1] 到 H 中的一映射 y ， 使樽当时. #) —/( d 与正 
交 （7 可以称为* "具有 正交增锾的曲线”).掇杀1取 W = 并考虑[0，丨 j 的某些子集的特征函数 I 
1 8 l 对所有 #€ M s , 定义设 X 是这些函数“，的全体有限线性组合所组成的复向置空间 * 如 

果 / ex f g ex , 证明 

( f , g ) = “) g ( t)dt 

存在 》 证明这个内积使 X 成为一个 U 空_，其完备化 H 是 个不 可分的希尔伯特空间 * 并钲明 
況 ] } 是 If 的一个极大规菹正交集『 

19, 固定一个正数』 V ，令 证明规 m , iT - 交关系 

丄夸 a = I 1 卜 0 ’ 

_ \0 

并用它们导出糎等式 ~ 

< i ^> =去与 II I +心 II 

当时在每个内积空阒成立.另外 * 通明 

(，，，）亡 tl j + II 抓 
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B 拿赫空闽 

5,1在前一章中我们看到，关于三角级数的一些分析方画的结论，是怎样地通过一般希 
尔伯特空间的实质上是几何方面的考虑，包括 a 性、子空阈、正交性、完备性等概念显示幽来 
的.在分析中也有许多间题.当我们把它们放到一个适当选择的、抽象的框架+讨 论时， 解决 
起来就变褥很容易.由于正交性是一种颇为特殊的东西，希尔伯特空闺理论因而并不总是舍适 
的，所有 k 拿赫空间组成的类却提供了更大的灵活性，这一章我们将探讨 b 拿赫空_的一些基 
本性质，并 ii 将通过它们对具体问题的应用来加以阐述. 

S .2 定义一个复向量空闻 X 称为賦范鐵性空阉，_畢对每个对应一个非负实数 
IUI 1 ,称为文的范教，使得 

( a ) 对所有的 a ■和 ； y 6 X，II I < II ^ II ^ II 3^ II * 

( V )若 X 而 g 为标量，则 || ^ II = la ! I : II * 

( c ) || x || =0蕴涵着 
由 U ), 三角不等式 

II — 3^ 'I < \ x — z\\ + \\ z — y ,1 (: r,y*z 6 X) 

成立.再把 （ h ) (取 = Q = —1) 和 （ C ) 结合起来，就 表明每 个赋范线性空闺都可以看成一个度 

董空间 .X 和 y 之闺的 m 离是 lh—yll . 

已拿赫空 W 就是一个賦范线性空间，它在由其范数所定义的度量下是完备的 ■ 

例如，每个希尔伯特空_都是一个巴拿赫空间，同样对1<夕<°°，每个以 II /%为 
范数时(假定把 a , e , 相等的函数看成是同一的），以及 CJX ) 取上确菸范数时，也都是巴拿 
赫空最简单的 E 聿赫空间当然就是取蘸数 II ^ U I 时的复数域本身‘ 

我们可以同样地讨论实的 B 拿赫空间；除了所有的标量都约定是实数之薄，其定义刚好是 

相同的. 

S .3 定义考虑一个从陚范鏡性空_叉到賦范线恤空闺7的线幢变换定义它的范 

数为 

II -A I ~ sup { || Aa ； || ： x X ^ !| ^: || ^ 1 }- ⑴ 

若 :| A |!<™, 则 A 称为有界线樣变换 

在 （1) 中，||工11是！申_^的蒗数 ，II A : r 纟是 Y 中的的范数 I 经常会度生瓜»范数 

同时出现飾情况，我们从上下文将能搞清楚究竟指的是哪一种 ■ 

我们发现，在 （ 1>中可以晒于考虑单位向量 r ， BP II ^ II = 1的那些而不至于改变上确 

界，因为 

II A(ax) 11 = || aAx || — I c? I 11 Ax || . ⑵ 

_ 时可以发现 ，II A II 是使不等式 
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II Az h < IU II II x || (3) 

对每个 xex 成立的最小的数. 

下面_几何解释是有帮助 為 将叉中 的闭单位球， 即集 

u e x . iui <1} (4> 

映到 Y 中以0为中心、半径为 II A II 的闭球之内. 

取 y 为复数域，我们得到一个重要的特例；在这种情 况下， 我们称之为有 界线性泛函. 

5.4 定理綍于从一个賦范线性空同 X 到賦范线性空间 Y 内的一个线性变换 A ， 下面三 
个条#的每一个都蕴涵着另外 两个： 

(a) A 是有界的. 

( b ) il 是连续的. 

( c ) A 在 X 的某个点连續. 

证明由于一工 s 11 < IU || 1 , 显然 （ a ) 蕴涵着 （ b >* 而 （ b ) 蕴涵着 （ e ) 是明 

显鋪， 假设 A 在 X 。连续.则对每个 e >0, 可以找到一个#>0,使 jU _; || <3蕴涵着 ItM — 
紅[|<£.换 言之， IU 1 I <# 蕴涵着 
[%~] || A(xo + x) — Axu II < c. 

然丽 A 的线性表明 IU 4 .r <6 因而 | ; . A tl <£/& 故 ( c ) 蕴涵着 （ a ). ■ 

贝尔定理的推论 

S , i 对于巴拿赫空间 Si 完备件这一 性质， 通常资采用的方式与下面的一个关于完备度量 
空间的定理 有关， 这个定理在數学 的其他 领域也有很多应用.它蕴涵着使巴幸赫空间成为分析 
中的有用工具的三个最]*要的定理中 W 两个： 巴拿赫 -斯世因豪斯 定理和开映射定理， 第 E 个 
是哈恩-巴拿赫延拓定理， 在选个定邏中，完备性不起怍用. 

5, 6 贝尔定理 若 r 是完备度量空间，則每个由 X 的稠密开子集组成的可数族，其交在 

X 申稠密， 

特别是（除在平凡齙糙合之外） t 这个交是不空的.这通常就是本定理的主要意义， 
证明假设 Vi ， 14, . •.是 X 中的稠密开集，设 W 是 X 的任一开集 ■ 我们必须证明1 

当冒尹0时，在 W 中有一点， 

设 P 暴 X 的度量；我们记 

SCx * r ) — {y t Xt H ⑴ 

并设 SOr , r > 是別 X , r ) 的闭包 ■ (注 t 存在这样一种情况， S ( x ， r ) 并不包含所有使 〆 工， 

的点 A) 

由 V ,稠密， Wf ] V ^ 是非空开集，園此我 fl 可以找幽❼和 A 使 

Six, ,n) dW f] Vi ^ 0<r, <1, (2> 

如果且和都已选出，则 K 的稠密性表明 KlSUd ， 匕―,）是不空因此我 
们可以找出 A 和〜使 


S{jc h ,r B ) C V„ jl S(.x„ ! ,r^i) t 0 <C r* < 


( 3 ) 
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由归纳法，这个过程产生：^中_一个序列当 f > n 和时，构造方式表 _ x」 
和 A _在3(1，匕）内，故〆 a , ^)<2^<2/^ ( 从而 Ud 是一个柯西序列， S 为X是完备 
的，便存在点: r € X 使 j ： = Hmx rt * 

因为当时， 1 都在闭集 rv ) 自，于是得知: r 位于每个 5 U h , 内，丽 （3) 式 

表明』位于每内，由（2)， ^ ew r 这就完成了怔明. ■ 

推论在究备度量空间中，任意可数个獮密的 G 集之交还是稠密的 G 〃集， 

因为每个^集是可数个开集之交，丽可数多个可数集之并是可数的，从丽由本定理即可 
得出推论. 

5,7 贝尔定理有时也因为 T 述理由而称为类猶定理. 

集 ECX 称为无处稱密，如果它的闭包 E 不包含 X 的非空开集 ■ 无处稠密集的任意一个 
可數并称之为第一类型集；而 X 的其他的集就称为第二类型的 （ M 尔的说法 ）_ 定理6等价于 
说没有一个完备度量空间是第一类型的.要看出这 一 点，只需在定理 5.6 I 的说法中取余集就 
够了 ■ 

5 . 8 巴拿_-斯坦因豪斯定理假设 X 是巴拿赫空间， F 是斌范幾性空间 I 兩是 X 到 
Y 的一族有界线性变换，这里 cr 取值于某个指标集 A 上，那么 * 或者存在 M < oo ， 使時 


每今 A f 

il A a II < M , ⑴ 

或者对所有属于 X 的某个稠密 G 集的1， 

sup || A & jc || = ( ：«>, <2) 

用几何语言来说，这一命题另一？ T 叙述如下；或者 Y 中有一个球半径为 M 丽中心为 0) 
使每个瓜映 X 的单位球到 B 内，或者存在 xex (事实上是它们的整个稠密 W ft 集）使 Y 中没 

有一个球能包含所有的 A ，. 

这一定理有时也称为一致有界性原理. 

证明令 

fix ') = su ^ 11 A a x II 

并令 

V n = (xs 铲 (x) 〉 ft} 

因为每个厶都是连续的，并且 y 的范数是 y 上的连续函数 （就 像定理也 6 的证明一样， 
它是三角不等式的-个直擾推 论》， 每个函数 x — || A / U 在 X 上连续， S 此 f 是下半连续的， 

并且 V ,是 开集. 

若这#集中 f , 比如说不稠密于 X ，则存在_个办 ex 和 r >0 T 使 
涵着 X 。;这就意味着管(工。+工》 f 或 

II A ， U 0 + 文 ） II <N ⑸ 

对所有和满足 ll * r||<r 的所有立都成立_由 X = 冬 X )—办，于是有 

IU # | < 11 厶（办 + z > I + II a A II <2 N * ⑹ 

并且得到 （ 1 ) 式对2 N / r 成立- 


(^； € X ), 

(n = 1 *2 ，3，”■》. 


(3) 

(4) 
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另一种可_性是每个 k 在 X 中稠密 i 在这种情况下，由贝尔定理. ni 是 x 中一个稠 
密集. 由于对 每个: m ， fCr )^= oo . 证明完毕， ■ 

5+9开映射定理设17和 V 是匕拿赫空间 X 和 F 的开单位球 • 对叉到 Y 上的每一个有界 
线性变换 A ， 相应地有_个00,使 

A(U)Z)W. CD 

请注意假设中“到 Y 上”这个词！符号在 V 表示集 {办； 3^ 即所有 II yll <#的: 

Y 的集 • 

从 （1) 及 j 的线性得知， X 的每一个中 心为々 的开球的象都包含 Y 内一个 中心在 Aa 的 
开球*因此，每个开集的象都是开的.这就解释了本定理的名称. 

下面是【1)_另一种说法；对每个 A || ：y II 都对应有一个 x 满足 II z II <1， 

使 A:r = 

证明给定存在使 = w 若 IU II <是，便有 yeAikw . 國此 y 是集 
AikVj^i k = l , 2 , 3,…时的并，因为 Y 是完备的，贝尔定理蘊涵着存在一个非空开 集呢位 
于某个 aqu ) 的闭包这意昧着 w 的每个点都是一个序列<4々}的极限点 ， iftifc 
从现在起，國定&和 W . 

选取汍 € W _^>0， 使得当时， yo -^- y ^ w . 对任一个这样的 J 都有臭 U +的序 
列{，>使 

Ax ] j Aa?T y G y (t oo ). C 2) 

取 , 我们有 II a II <2是和 @ 为这对毎一个 II ：y II <9 的 7 成立， A 的线性 
表明当 S Bf ， 下述命题是正确的； 

对每个 yCY 和每个 e >0， 都对应一个使 

|| x li < 5" 1 (1 y I !及 |1 y — Ax || < t * ⑶ 

園 像 il 明开始之前所说的一样，除了在那里我们要求之外，这几乎就是我们所要的结论 * 
固定：衣 V 和 e >0. 由 （3) 存在 a ，使 B 勾 1|<1，且 

|| < 音 I ⑷ 


设: ^ A 已选好 * 使 

|| y — 如一一权 II <21 e , ⑸ 

利用 (3) 并以 （5) 式左边的向量代替其中的 力 就得到 一个； 使 n hi 代替《时， （「>) 式 


成立，且 


|| ^„+1 1 < in ^ l f 2 f 3. 


如果令 Sh = Xi + … + x n , (6) 式表明 U ) 是又中的柯西序 

不等式 || <1和（6>式一慮保证了 IU II <1+&由 


)■ ⑹ 
由 x 完备，存在 $ ex 使 
a 连续， As m -*^ Ax $ 由 


As a -^ y . _此 




现在我们&经证明了，对每个 e >0， 

AC (1+ e > U ) 3 ^Vt 


⑺ 
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或者 

AdODG + er 1 ，. ( B ) 

当取遍所有^>0时，（8>式右边的这#集的并就是这就证明了《1). 圓 

5. M ) 定理若 X 和 Y 都是巴拿赫空间， A 是 X 到 y 上的-的有界线性变换，则存在 

衣 > 0 , 使 

II Ar II >^1 UI Ot € Xh ⑴ 

换句 话说， ] 是 Y 到 X 上的一个有界线孤变换 * 

证明若$像定理 5. 9的叙述中郷样选择，那么，该定理的结论和 A 是-的这一事实结 

含起来就表咧 ，II Ax |j <3蘊涵着 IU II <1* 園此 ， IU II >1蕴涵着 IU J 干是 （]) 式 

得 ffi , 1 

变换在 Y 上可以这样定义：若7 = 加，时 ， M A~ l y = 容易验证 A ] 是线性的，而 

( i ) W 蕴涵着 1 II <1 你 ■ 


( 2 ) 


(3) 


连续函数的傅里叶级数 

5# a 一 个收敢问题对每卜 / eo ; n , 是否有/的傅里叶级数在每一点 I 都收敛于/( I )? _ 

Lh 我们回忆一下，/的膊里 時级 数在点 a «第》个部分和由 

sAfi x ) = ⑴以乂工一⑽ ( rt = 0，1，2，".) ⑴ 

给出,这里 

D „ U > ^ 念,， 

这直接从公式4,沉 (1) 和 4. 26<3)得出. 

阏题在于判窒 

litnisC /? x ) — fix ) 

是微 針 / ec ( T ) 縫 个嫌 ^ i 獅分喊 ^ 讎 ㈣ 于 

定理 U 蕴涵着每今/6以了>(从丽对每个 / e c ⑴ 亦然） 都是整个部分和序列的某 1 子序 

列的 t e . 点态极限.但这并没有固答现在提出的_题. 

我们将会 看到，巴拿赫 -斯坦 W 嶔斯定理否定地回答了遠个问题■令 

s m (f| x> — sup I s n ifi x) l + 

圃 

开始取工=0，并定义 

A w / - sAfi 0> (/ 6 CCT); n = lr2,3,-Of 

我们知道 CCT ) 对于上 i 界范数11/1』一个巴拿赫空龍从⑴得知，每个儿都是 C(T ) 丄 
的有界线性泛函，其范数 

| U " II I D fl U ) 丨出= lim . 


(4) 


<5) 


( 0 ) 


我们断言 


当 ？I — 00 时 ， B A * II 


(7) 
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画 


这可以通过指出 （6) 式中等式成立，以及 

当《 — 03 时， ：1 CSO . 

丽予以证_. 

将 （2) 式分别乘以和 e 并 从所得的两个等式中的一个减去另一个，得到 


D „ U > - 


$in ( « + — t 


sin(f/ 2 ) 


⑻ 


C 9) 


國为对所有实数 x , | I < U U (9) 式指出 

11 °* !,1> if : i sin (oi 卜 1 si,u 1 7 

>! E^r = 

TT ㈡ kn ] u ^ l)w fC ^ 

这就证明了 （ g ), 

其次，固定并且若令 〆 f ) = l ; 若认⑴ < CU 令 #(1) = 一1 存在 / i 6 
C ( T ) 使 一 1<兑<1*对每个6 /^(0-^ g (£). 由控制收敛定理， 

limA^ifj)— Hm J- [ t)D m (t)dt 

&7 TJ ^ 

== 1| JX 111 ■ 

ZicJ —S 


这样， (6) 式中的等式成立，并且证明了 （7) 式. 

*(7)成立，巴拿赫-斯坦因豪斯定理现在就断言 ， （A 0)= oo 对 C ( T > 中某个稠密仏集 

中的每个/成立. 

我们选 ar =0 只是为丫 方便. 很明显，闻样的结论对每个 I 都是成立的 ■ 

对每个 霖数了 都对应一个集它是 C ( T ) 中一个稠密6集，使每个 /e 


Et , 5*(/? x ) — 00 ^ 

特别地，每个的傅里叶级数在 X 是发散的，_此得到了我们提出的那个问题的否 
定回答. 

注意到下述问题是很有趣的 * 即上面的结论还可以通过贝尔定理的另外一个应用麵得到强 

化.假如我们取可数多个点心，并且令£为相应的集 

E Xi C C ( D 

的交.由贝尔定理， E 是 CCT ) 中的一个稠密 G 集.对于每个/6£，在每个点 A 都有 

^ # (/? ^ °°* 

对每个/， s . C/f d 是 z 的下 半違续函数.这是因为 （4) 式表示了它是_族连续函数_上 
确界 • 因此对每个 /* {l s _ (/i X ) = 00 } 是及 1 中的 G 集.如果取上述点々使它们的并在 
(一^ 7 T ) 上稠密 * 我们便 得如下 维果. 

5* 12 定理 存在■"个集 ECC ( T ), 您在 c ( r ) 中是稠密的 ft 集，并具有下列推质：对每 
个集 

Q f = {xts a (/1 x) qo} 
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是尺 1 上 的稠密 G , 集. _ 

如果我们证实了 E 以及每个0/都 是不可 教集，那将是很有趣的. 

5, 13 定理 在不存在孤立点的完 备度童 空« 中， 没有一个可數 铜密集 是0 # 集. 

证明俊心是欠的可数稠密集£的点.假定£：是 Gd 集.那么， E - nV ., 这里 K 是稠 
密的开集.设 

n 

= V ffi - IJ {x k } 

则每个\^还是稠密开集.但这与贝尔定理矛盾. ■ 

注稍微修改一下贝尔定理的证明，就可证明当 x 如上假设时，其每一令稠 密^集 
都包含一个完全集. 

L 1 函数 的傅里 时系数 

5* 14像 4.26 节一样 ， 財每个/€1^(了)我们对应 z 上的一 个函数/，由 

fin ) [ ^ J W /(on in 6 Z ) (1) 

定义 _ 審易证晒，对每个 / el 1 , 当 I n I 400 时， f ( n )^ 0 , H 为我们知道 C ( T ) 是稠于 
L ! ( T ) (定理 3* 14) 丽三 角多项式是稠 TC ( T ) 的（定理 4 , 25)* 这就是说如果€>0, /e LUT ), 

就存在 f € C ( T ) 和三角多项式 P ， 使 II f—g 1<€和 II g-P II -< e - 
由干 

II 裒 一 P lli < || g - P IU , 

便得到 || f - p \ U < Zt , 而当丨 《 I 足够大(依赖于 p ) 时， 

| f ( n ) I -献 {/( f ) 一 PWk —由 < II /-Fill <2 e . ⑵ 

这样，当士 oo 时， f ( n )^ 0 , 此即所谓的黎曼-勒贝格引理 ■ 

我们想提出的问瓸是，它的逆命题是否正确呢？也就是说，如果是一个复数序列，当 

_ 土 oo 时，那么，有没有一个 / CLnT ) ， 使得对所有拽 / Cu )=^? 换言之，有 
没有一个类似于里斯-费希尔定理的结论在现在的情况下保持正确？ 

借助于开映射定理容易对此做出（否 定酶》圃答， 

设是使得《_土 00 时一幻 的 2 上的复函数， G 是由全体这样_ f 所组成的空间 * 并 
陚予上确界范数 

|| 沪 ||„ = sup{ | fin) I *ji 6 Z} t (3> 

则容易看岀 ^ 是一个巴拿赫空间，事实上，如果我 们规定 2的每个子集都是开集，那么 ， z 
是一个局部紧豪斯多夫空闻，而 c 。 就是 C a ( Z ). 

下述定理包含了我们的问题的答案. 

S . 15 定理 映射 是 ( T ) 到 q 内(不是到上）的一个一一有界线性变換 ■ 

证明用定 义1 A 显然是线性的.我们刚才已证明了 A 映到 Q 内，而公 
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式 H4U) 表明1 ?U) 1 < || / lit , 衡以11 All <1( 实际上， IU11 =1，这只需取/=】即可看 

出）.现在我们来证_ A 是一一的.假设/€ 1^(71, 而对每个《€2, f ( n )^ 0 . 那么,当 g 
是任意一个三角多项式时 # 

f(t)g(t>dt = 0 (1) 

由定理 4.25 _控制收敛定理，对每个尽 eC(T) t (U 式也成立.与鲁金定理的推论联系起来， 
苒一次应用控制收敛定理，得出（1>式对了中任意可测集的特征函数 g 也成立 w 结论*现在， 
定理1, 39(b) 表明/-0 a.e , 成立 ■ 

假_ 4的值域是整个定理 5. 10将蕴涵着存在一个00,使对每个 /6LUT)， 

II ⑵ 

但是，若认 （f) 如 5. 11节一样定义，这时，对《 = 1，2， 

丽时 ， || a Ir -^ oo . 圏此不存在^>0使不等式 

II D n |U > d \\ D n |h 

对每个？ i 成立. 

定 理证毕 .. 

哈恩-巴拿赫定理 

s , 16定理若 M 是埶范线性空 间又的 —个子空间，而/是 M 上的一个有界线性泛函， 
P ^| 则/可以开拓为 X 上的一个有界线性速函使 1| F ||’| I / II ， 

注意， M 不一定要是闭的 * 

在着手证明之前，看来要作些说明.首先，我们谠 F 是/的一个开拓《在最一般的情况 
下）是檐 F 的定义域包含了 /的定义域，丽且对于属于/的定义域的所有工， F ( z ) = /0)， 其 
次，戴数1 FU 和 I /II 是各自按 F 和 / 的定义域来计算飾；显然 
I/ll ^ bup {\ fix ) sun !i f it = s^>{i f ( x ) Ie X； Si ^|] <u* — 

第三点说明是与标量域有关 的* 迄今，所有的内容都是就复数域来讲的，但完全可以用实 
数域取代 i 数域而不必政变陈述和 证明. 哈恩-巴拿赫定理在两种场合都 正确； 不过， 它主要 
是以“ 实”形式的定理出现 + _巴拿赫写出他的经典著作《 Op 6 rations Lin 细 ifes 》 时对复的情况没 

有证明，其主要原因可能是在他的著作中只考虑实数情况_ 

在这里引进一些性的名词术语是有益的*固忆 一下， V ft —个复（实）向量空间，如果 
当： r 和 yGV 时 i+yeV , 旦对所有复（实）数《，很明显，每个复向量空间同时也是 
一个实向量实闸.复向 槠空间 V上的复函数 f 是复线性泛函，如果对断有工和及所 

f (x + y ) = 9 ( x )+ f ( y ) 和 f (姑）=呷 ^ X> 

成立. 在复(实)向童空间 F t 的一个实値函数 f 是一个实鐵性泛函，如果 (1) 式对所有实数°成立. 

若 m 是复线性泛函/的实部，如果对所有⑶ Cr) 是复数/⑷的实部’则容易看出 
M 是一个实线性泛函‘下述/与《之_的关系是成立 

5. 17命應设 V 是复向量空间# 


3 ，…* D n & i - 1 ( T) t || Dn IU — 1 . 

C3> 

■ 
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( a > 若 II 是 V 上的复线性泛函/的实部，则 

/ Cx > — u ( jc ) — Ik ( ix ) (x ^ V ), ⑴ 

若《是 V 上的一个实线性泛函*而/由 （1) 式定义 t 則/是1/上 的一个 复线性泛函， 
( c > 若 v 是睞范线性空间，雨/与《有 （ i > 式的 美系 ， m It / !t = IU |] . 

证明 若 a 与是实数補 則一_实部暴_厚对所有复数3这就得出了等式 

£ — Rear — IRe ( iz ). C 2) 


因为 

KeCi /(, x )) — Ref ( ix ) — if ( ix ) , (3) 

令由 （2) 式便得出（1)式* 

在 ( b ) 的锻设下，显然， fU + y )^ f ( x )+ f ( y) r 且对所有的实数 a ， f ( ax )= a / U ). -fi 


國 


同样也有 


fCu :) — uiix ) — iw (一 之)； u ( hc ) H - m ( x ) — i /( x ) » 


(4) 


这就证_了/是复线性的_ 

由于 | I 4( JC ) I < I / U > I ， 我们有 II « II < I ! / L 另一方面，对每个都对应有一 
个复数 a , U I =1，使 a /( x )= | / Cr ) I . 因此， 

| /(j) I = f(e^c) —■ u(etx) ^ || « || * || atx |1 = \\ u \\ r 'I a: |l ♦ (5) 

aifc «. WTii / ii < iUl . ■ 

S . 定理 5,16 的证明我们首先假定 x 是实陚蒗幾性空间，从而/是 M 上的一个实有 
界线性泛函，若 11/1=0* 则所求的开拓就是厂二 0. 去掉这种情况，不失一般性，可假 


定 II /II 

选 々 ex ， xAM ， 并设 M , 是由 M 和 心张成的向摄 空闺，于是由所有形如工 +ko 
_向量组成，这凰 z € M 而 aA 实数- _果定义 / i ( 3 ： 屮 A ^)=/ U >+ Aa ， 这里*是任意園定的 
一个实数.容易验证，这样得到从/到 Mi 上的一个线性泛函开拓.问题是要选择 a 使开拓后 

的线性泛感仍然有蒗数 1. 这也就是要求 

I /( a ：> + ^ i < II x + ax q II (文 e 蔫实 数）. ⑴ 

用 一h 代替^并 h I除 <i> 式的两边，这个要求于是变力 

| fix ) 一玟 1 € 1 了 一 II (x £ M ) ， O 


即，对所有,这里 

A x =- fix ) - 1 x - xo II 而艮= fix ) -h II HcJ • 

这样的 a 当且仅当所有的区有公共点，也就是说，当且仅当对所有的 x 和: y € M , 

A r ^ B y 


(3) 


(4) 


时才会存在•但是 

fix ) — fiy ) ^ /(x 一》）< | 卜 >■ II < I ! X — ]| + \\ y — ^ \\ ^ 

因此由 （3) 可得出 

现在我们已经证賴了存在一个/的到 M _ 上的保范开拓 / i _ 

设沪是全体序对 ( M \ /) 的集族，其中是 X 中的包含 M 的一个子空间，而/是/的 
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到 JkT 上的实线性开拓，具有 li /11=1. 我们声称 ( M % /) 意味着 iWcJVf % 且对 

_ 断有的 x 6 M % /( x )-/ U ), 而将沪偏序像.关于偏序 I 的公理显然是满足的.由于妒包含 
( M , /)，所以不是空集，于是豪斯多夫极大性定理断言妒有一个极大的全序子集族 IX 

设#是使 ( M % 所有 M ' 的集族.那么，按照集的包含关系，由是全序的，因此 

中的所有元素之并 M 是 X 的一个子 空间， （往意，一般地说两个子空间之并不是一个子空 
记中两个通过原点的平面就是一例 .） 若 xGM , 则对某个1^€®,有定义 F ( d 二 
/ b ), 这厘/是序对 /) ei 1 中棚应的函数.13中偏序的定义 表明， 只要 M ' 包含 〆 ，究 
竟选择哪一个 AT 去确定 FU ) 是无关紧要的， 

现在容易验证 F 是 M 上的线性泛函，且 || F 11=1,假是 X 的一个真子空间，证明 
_第一部分就给出一个 f 的进一步的开拓，这将与 n 的极大性矛盾. 园此， M - X 这就完成 
了实标麗场合的证明. 

现在，如果/是复赋范线性空间 X 的子空_ Mi 的一个复线性泛函，设奴是/的实部 * 
运用实哈恩-巴拿赫定理将 K 开»为 x 上的实线性泛函 LT ， 使 II U II = « « «，并定义 

FU ) = U(x) — iU(i^) ( r € X). ( 6 ) 

由命题5, 17, F 是/的一个复线 性开拓 ，且 

IIF 卜 || U || = IUII = 1/11- 

这就完成了证明. _ 

下面提出哈恩-巴拿赫定理的两个重要的推论. 

5*19 定理设 M 是赋范线性空闹X的一个线性子空间，^ c GX. 则属 fM 的闭包 M 
当且仅当不存在X上的有界线性泛函/使所有 x&Mt fix ) = 0而 /(xd’O. 

证明若/是 X 上的有葬线性泛函，且对所有工 6 M ，/ U );0, 则/的连续性 
表明_样有 = 

反之，设铥 M . 则存在茂>0，使所有：|文一 x。 II 设 JVf 是由 M 和 x 。 生成 
的子空间，并且，当 A 是标童时，定义因为 

a U I < U I ! + A' l x |[ = \\ Xx t -{ X II , 

可以看出/是 M ， 上的线性泛函，其范数至多是 f 1 . 同时在 M 上 . / U )-0, /( 办 哈 

恩-巴拿赫定理允许我们将这个/从 M / 开拓麵 X 上* ■ 

S , 2§定理若 X 是一个豉范线性空间 》 JL e X f x 0 /-- Of 则存在一 + I 上的范数为 1 

_ 的有界线性泛函/使/(々 ）=II xJI ， 

证明设 M 叫; U 山并定义则/是 M 上的蒗数为1的线性泛®■这 

可以再次应用 哈恩- 巴拿赫 定理. ■ 

S ,21 评注如果 X 是一个賦范线性空间，设 X ，是 X 上全体有界线性泛函的集族■且线 
性泛函的加法和标置乘法以 _ m 的方式子以定义，容昜看 ajx ' 御是一个 陚范线 性空闺■事实 
上，是-个巴拿赫空间.这 M 要从标量域是一个完备度量空_这—事实鏡可以得我们 
把 X * 的这些性屢酌验证留作习题. 

定理^ 20的推论之一是，当 X 是非平凡的向量空闻（即又有_0向景）时，！_也是非平 
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凡的， 事实上， X "在 X 上是分离两点的，这意味着，如杲在 X 中则存在一个/€ 
t 使/(而）乒/(々）.为了证明这点，只需在定理 5. 20中取為 = x 2 — 々， 

另外一个推论是，对 

II ^ |[ = sup { 1 f ( jc ) \ if ^ X * , ]\ f \\ = 1 }* 

因此.对固定的 xex , 映射/_+/(工)是叉 # 上的_个璇数为纟1||«有界线性泛函. 

X 与 JT (所谓 X 的《对偶空间》)之 阔的这 一相互对应，构威了人们熟知的泛函分析这一数 
学分支的一个很大部分的基础. 

泊松积分的 一种抽 象处理 

S .22 要将哈恩-巴拿赫定理成功地应用于具体问题，_然有赖于所论及的賦范线性空闻 
上的有界线性泛函的知识.迄今为止，我備还只是确定 T 一个希尔伯特空间匕的有界线性泛函 
(在 那种情况下，哈恩-巴章赫 定理的 一种更简单的证明方法是存在的，参看习题6)，同时我 
们也知道 C f ( X ) 上的正线性泛函- 

现在我们将描述一种一般情况，在这种情况下，前面 提到的 那种泛函很自然地就会出现 ■ 

设 K 是一 个紧豪 斯多夫空阔， H 是 K 的紧 子集，并设 A 是 C ( K ) 的 一个子 空闻，使1€ 

A (1 表示对每个对应于数1的函数），并且使 

II / \k = ! I / IIh ( f € a )- a ) 

这里我们采用记号 

II / \\ E ^ snp { I fix ) j tx & E }. (2> 

由于5, 23 节讨论 过的俩 子* H 有时称为对应于空阔 A WK 的边界. GM 1 

如果 / fA ， x 6 K , (1>说明 

! fix ) |< II / IIh . ⑶ 

特别地，对每个若圃对所有 JreK ， fix )^ 0 . 因此，若兌， / 2 ga ， 且对 
每个 ye H，/i (j?) (3/) ，则 /t ‘要看出这点’只需取 /“/i —即十 

设 M 是 H 上_、由所有的 A W 元素限制在 U 上而组成的函数_集.显鎗， M 是 C = H ) 

的一个子空间 • 前画的评注表明 M 的每一个元索都有唯 一 W —个开拓使它是 A 的一个元素. 

这样我们就得到 M 和 A 之间的一个自然 M -对应，而且由 （1) 它是保 范的. 國此，当我们用 

_ -宇母来表示 A 的元素以及它在 H 上的限制时，是决不会发生 混靖的 * 

國定一点不等式 (3) 表明映射 /#/ U ) 是 M 上的范数为1的有界线性泛函（園为 /=1 
时 (3) 式成为等式).由 哈恩- 巴拿赫定理.存在一个 CXH ) 上飾，范数为1_线性泛函 A ， 使 

A / = /( x ) (/ 6 M ), ⑷ 

我们断言性质 

Al-1, 1U1I 二 1 ⑸ 

蕴涵着 A JS C ：( H > 上的正线性泛函* 

为了证明这一点，假设 / eC ( H >， 令 g = 2/— 1 并令紅 这里芦是 
实数.注意一 贫<1，故 |尺 +ir | 对每个实常数 ，成立 * 因此(5》蕴涵着 
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m \ 


(沒 + r) J <U + i ( J ?+ r ) I 2 =\ Aig + ir ) | 2 <1 + ^, (6) 

这样，对每个 r 有浐 + 2 印< 1 ，从而必然有因为我们便有所以 


Af = 音 iUl + g ) =- y ( l-h >0 


⑺ 


现在可以应用定理 2.14. E 表明在 H 上存在一个正则的、正的博雷尔测度叫，使 

Af - },/— </€ CCH >). ⑻ 

特别地，我 们得到 表示式 

/( x ) = \ fd ^ C/G A ). (9) 

J H 

这样，我们已经证 _ 了. 对每个 xeK ， 在“边赛” h 上都有一个丘的测度它在 （9) 式 
对每个 /€ A 都成立这种意义下“表#”了 1 ‘ 

注意， A 唯一地决定了心 I 然而没有理由期望哈恩-巴拿赫开拓是唯 一的. 因此一般说来， 
关于这个表示测度的唯一性，我们没有更多的话可说.但是，像_将看到的那样，在某种特殊 
的情况下是能够得出唯一性的. 

5,23为了看出前画那种情况的例子，设 I z I < 〗 } 是复平面上的开单位圆盘' 
令闭单位圆盘并取 H 为 U 的边# T . 我個断言每个多项式/，_每个形如 


的涵数，这 里办， 


ji 

/(迄> = 

rt=Q 

是复数，都满足关系式 

,1 / lltf = II / ii J 


( 1 ) 


( 2 ) 


(注意，/的连续性 表明丨 / I 在 确界与在 p 上的上确界巧簡 .） 

_为口是紧的， 存在 々€0 使 | /(^) ! > I fix ) I 对所有他 成宜 . 假设％ 6U ， 于是 


f ( z ) = 乏] 6 ra ( 2 — 定 0 ); 


{3> 


且当 0<r<l —丨 z。 I 时， 我 们得到 


2 I ^ I /(^o ^re^> \ z d6 


< 


2tk. 


/(V) \ 2 d& = 1 〜 I 


从而匕=亀=…=心，0; _/是常数.这样，对每个非常数的多项式/， ㉝ £了.这就 

证刚了 （2 X ^ 

(我们_才证明了最大糢定理 _ — 种特殊情况；稍后我们将看到这是所有全纯闲数的一个 

重要性质 •） 

5.24 洎松賴分设 A 是 C ( C 7)( 像上爾 一样，这里的 U 是闭单位國盘 > 的住意—个子空 ㈣ ， 
條 A 包含所有多项式，并且使得 

II / \\u = II / Hr ⑴ 

对每个 A 成立.我们并不排除 A 刚好*多项式组成的可能性，但 A 也可以更大 一些. 
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将 l 22节所得的一般结论应屬于 A , 证明对每个 £ eu ， 都对应于： r 上的正博雷尔测度 
* 使得 

fU ) - f fd M , C/e A ). (2) 

J T 

(对于也同样成立，但这是平凡的:简单地说， A 就是集中于点2_单位质童 ■) 

现在我们画定并记： = re ' 0< r < l ， ㉑ 是实数. 

若对？1=0，1，2，…， u m iw)—uf ,则 因此 （2) 表明 

= | u n d^ (n — 0 , 1 ， 2 ,…）. （ 3 ) 

因为在丁上 (3) 式导 m 


u „ d ~ = e ㈤ (n =■- 0 *±lf 士 2,…）. 


这就提示我们注意实函数 


P r iB - t ) = S rlBl eiM< 


G 是实数 h 


2 tJ * 


PAB — ty & 1 dt — r lm] e s 


0, 士 1，士 2* — ), 


注意‘级数 （5) 由收敛的几何级数 2 r ul 所 控制. 所以将读级数代人（6>并且逐项积分以给 
出（6)，这是合理的 * 比较(4>和 (6), 当/二^时，给出 

J / d …= ±^_ J (^) P r ( d - i ) dt , ⑺ 

圏此对每个三角多项式/也 成立. 现在定理125蕴涵着<7)式对每个 / GC ( T ) 成立 • （这表明 

A 是由《)式唯一决定的，为什么？） 

特别地，当 /£ A _(7> 式成立，因此（2>式也给由表达式 

f { z ) ^ /( e ” F P (0 —Odf (/€ A ). ⑻ 

级数 （5) 明显地可以求和， H 为它是 


的实部.这样 


1 十22 


PA & — t ) 


P + Z — 1 


■H 2 irsin (^ - t ) 
3— re …叩一 


1 ^ ■ r 2 _ _ 

\ - Zrcos(d-f) +7 


这就是所谓的"泊松核，注意，当 o < r < i 时匕 

现在 对所证 明的予以总结_ ^ a ^ 

S ,2 S 定理设 A 是闭单位圓盘 O 上的连续复函教的一个向量空间，若 A 包含全体多項 

式，并且时每个 /6 A 

sup | f ( z ) I = sup 1 f ( z ) I ( > 

r^U itT 

(这 里了是 单位®周，即 U 的边界 ）1 則泊松相分表达武 
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/( " ) = TnL 一托 ’ 

对每个 /€ A t 都 成立. 


( 2 ) 


习题 


1,设 I 由《和 A 两个点组成，令 MU })=^ i ({ M ) = ^ ,并设！/( 〆 >是所得_实1/空间 * 措定瓦上_每个实 


函数恒等于平面屮的点 （/( a ), fWU 并对 0< p < ㈤ 画* 的单位球的草圈.注意，当且仅当 

时它们是凸的.对哪个，其单位球是一个正方形？是一个 ISJ 形？ 如果 〆 U }) 笋 〆 这时的情况 
与前者有何 不同？ 

2. 证明在每个賦范_性空 间中的 （开或闭）单位球都是 凸的. 

3. 撤1<声<™, a 明£/( 〆 }的单位球是严 格凸的 I 这表示当 

11/11,= Wg\l = u f ^ g,h = \ if \ g ) 


时， IUII ,<1. (从几何角度看 + 这个球的表面决不包含直线，）说明这对每一个 L 1 。）， ITG ) 和 c ( x ) 是 
不成立的* (除了仅由一点组成的空间之类的微不足进的场合 J 
4,设 （:是 [0, 〗]上全体连续 a 数的空阔，陚以上确界 范数. 设 M 由所有使 


的/€〔:趟成 < 证明 M 是 C 的一个阔凸子集.它不包含最小范数的茺素. 

S . 设 M 是赓有就勒贝格测度而言的 t 使得 

| / Ci)di = 1 

的 /€ LU [0, 1]) 的集，证觸 M 是 X ^ CCO * 1]) 的闭凸子集.它包含无限多 个巖小 龜数的元素‘（试与习题 


4以及定理1 10相比较 .） 

6 . 设/是希尔伯特空陶 H 的子空间 M 上的有界线性泛函.征明/有一个到 H 上的有界线性泛函的唯—的保 
范开拓，而旦这个开拓在上等于零， 

7. 在某个的某个子空间上_造一个有界线性泛函，使它有两个(从而足无限 多个）不闻的 的保范 


线性开拓* 

8. 设 X 是一个陚范线性空闻，如在 5 , 21节中鄉样， X ，是它 齣对偶空间， 具有范数 

ll/ll = sup! I /(x> I I II JET II € U ■ 


u > 证明 是巴拿赫空间 * 

a ) 证明映射/_/<工)对每个都是 Jr 上的有界线性泛函，其范数为«戈1.(这给*了一个 x 到它 

nj 2] 第二对偶，， X *.. 即 X * 齣对偶空间 M — 个自然的嵌人 - > 

( c ) 当{々}是 X 中 ® —个序列，使对每个，{/(☆)》都有界时，证明彳 11^" I } 也是有界的 ■ 

9 ,设 ccm #， f 是全体复数序判 { 色}(卜 ：】 T 2 ， 3 ，…）組成的巴章赫空间 1 定义如 

x €^ ] 当且仅当 I S I <°°. 

s 且仅4 II xiL.-sup I a : <«^ 
f 0 是使时 e -* o 的所有组成的 r 9 的子空间. 

证明下列國个命魃. 

( a ) ^ I € ^而对每个 q ， Ajc 3 S , 则 il 是 G 上齡一个有界线性泛函，并 [I A [I — 
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li ji.i> .迸 if 言之，每个•都可_此法得麵.简略地说 ， (a 

( m 得更精确些，这两个 空闻并 不是相等的；前面的命题 只是给 出了它们之间 的一个 等距的向置空间的同构 
( b ) 在同_意义下 ， （fr = r . 


D 每个 jew 都像 u ) 中一样引出一个 r t 的有界线性 泛函* 然麵 这并搜有给出<疒> •的全部 1 (因为 
cd p 还包含有在整个^上为；的非平凡泛函 .） 


( d ) c a 和/是可 分的， 但 r 不是. 

10. 如樂 S 從名 对每个当!时息 —0 的序〖都收敛 . WME \ U r I <«* 

11, 对 0< H <1 ， 设 Lipa 表示所有 [a, &] 上使 


M f 


sup 


I f(s)- fU) i 

I j — t 卜 


< oo 


的£运数组成的空 

证明当取 II /II = I /( a ) | fiW , 时.是一个 巴拿赫 空间！如果取 

|| /' II rr M/ + SUp I /(X) I 

X 

时， 结论也是一 样. 

(我 «1 说 Upcr 的元 索满足 a 阶 利普希 茨条件 * 〉 

12. 设 K 是平面上的一个三角形（二 维圉形 h H 是 AKW 顶点组成的集， A 是 1 C 上齡形如 

/( x f >) = or - h^y 4 7 (心/? 和 y 是实数） 


的全体实函数的集. 

证_对于每个: ydeK 鄉对应上的唯- 1•濟度 fi * 使 

/ 〈上 o ， ya) = f 


(与 5. 22 节相比较 ■) 

侧正方形取代 K , H 还表示其顶点的集- A 仍同上繼设.慨明对 K 的每个点仍然脊在一个 H 上的测度. 
它具有上述性庾.不过却没有唯_性®结论. 

你能不能将它推广成为一个更广泛的處理？（考虑其他 W 圈形、高维空间，） 

13. 设彳 /_} 是 C 非空>完备度嫌空间 X 上的 连续复函数序列’使(作为一个 复数》 对每个 
足€叉都存在 * 

( A > 证明存在一个开集和一令数 M <™, 对所有_ 1€蓼及1?= 1 , 2，3 ，…， I /»<^) I < M ^ 
(1»>若6>0, iiF 明存在一个开集 和-个整数 当 ： I / U )- fJ ^) 1 < e ， 

Cb 》 酶提示 t 财 1 # 2 ， 3 ， *“， 令 

Aflf — {3： I I 一 fm (工 、 I ^ E ，当挪 2 N 和？ 3 > W 时 } * 

因为 X = UA ~， 于是某个有#空内 W - 

14. 设 C 是卜 [0， 1] 上全体实连续 闲数赃_» 顏上确界范数< X B 是由/组雌 C _子集，对这截/ 
都存在一个 ㈣ 肺的 I /(1卜/叫<«丨"丨成立，雌闕顿集都包含 
—个与 Xn 不相交的开集+ (每个 都 if 以 ft — 个斜率非常大的锯®形函数 g 一致遏逝，并篮当 

很小时，说明这适涵着在 C 中存在-个囊全由无歎可徽的函数组成酬密的仏集. 

15. 设是以复数作为元素的无限矩阵户 0 , U ….八将每个序到 W 对应于一个序列心丄 

它定义为 

t±> 

巩 = agj| (* = 


假定这些级数都是收敛的. 
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ni 5 j 


证明当且仅当下列条件满足时， A 将每个收敛序列 U ;} 变为收敛于同一极限的序列 UK 
( a ) Iima ^ — 0 对每个 

p-*-oo 

OQ 

Cb ) supi 2 I 〜 1 

>-o 

(■? 

( c ) Hin VJ = 1. 

j-0 

由过雒到 uj 的过程称为求和法.两个例子是 



当0 < i * •时 


及〜=〔1 — r ;* 0 < r < U r , 


0 当 i < j 时 

证明其中 的每个 都能将某个发散序列（甚至某个无界序列）变换成收敛序列 U). 

16-设 x 和 y 是巴章鱗空间， 爾力是 X 到 Y 内的一个线性映射，具有如下性质：对 X 中的每一个序列彳 $■}* 
当 xslimxi 及3 = 】〖簡存在时， ： y = Az 成立. 证明焱 是连续的* 

这就是所调的 H 闭图像 定速' 提 示：设 X © Y 是的全部有序对 U ，_ v > 的集. 賦以按分贵进行 
运算 而定义的加法和标徽乘法.当！1 &， p II = II ill + II y II 时，证明是一个巴拿赫空闻 . A 的 
圈像 G 是中由序对 Q ， 组成的 子集. 注意，我们的假设说明 G 是闭_，@此 G 是一个 B 
韋赫空 阃*注意( X ，是连续齡、 的、线性 W 并将 C ; 映到 X L . 

可以看到存在非线性映射 （ 例槭况]到妃上的 >* 其图像風然是 闭的， 怛它们并+是连续若 

/( G ) = 0, 

17. 如果/ I 是一个 IH _ 度，每个/€1^<户)都定义了一个到内的乘法算子 M /t 使证 
觸 II M / II <11/11 ... 哪些测度只能使所有的 / erk ) 都有 || M , II ■ ■ |! / || w 呢？哪# /€ r ( 声）能使 

映到 LU0 上？ 

18, 设 是个 賦范韻性空间 X 到已章 赫空间¥的有界线性变換的序列，对所有& II II < M <™ t 弁设 
有一个稠密集 EeX , 对每个 x € E , { A #} 都收敛了证画对毎个 x 6 X ， 收敛 ■ 

sn 果心 是凼数 /eaT) 的傅里叶级数的前《项部分和，证明当㈤时，对每 f/& cct )， ~/| 0 辦一致 
地趋于1也就是说，证明 


19 


liro 


UJ 

logrt 


0. 


另一方面，如黾 夂 / bgrr - O , 证明存在一个 /€ C (丁》，使序列 h (/; 0)/； U 成为无界购.提示 * 应用习题 
18及 5*11 节的推理，不过耍用一个比原来采用的更好_些的 II 认 111 的儘値 ■ 

20. (&) 有漱有及 1 上一个连续正函数么的序列，使 {/ rt (x)} 当且仅当I是有理数时是无界的？ 

(b) 在 U) 中以 w 无理数 B 代替*^有理数"，團答所提出_问题. 

(e ) 以"当0—如时八代替无界”， 釀答所产生的与“')， Cb) 相类似 韵问题 ■ 

设 ECE 1 是 W 测的且 m ( E )=0 f 是否一定有 E 的变換工和 E 不相交？是否一定乇 个 从尺 1 到只上 
的同胚 A 键得 A ( E ) 与 E 不相交？ 

22.设 /€ CC ： T ) 且对某个。>0, 参看与 M n )， 证明/的傅里时级数收敛到 / u) . 考虑尤 = 

/( C 0- 0的情形就足够了*部分和知 (/, 0内积分的差在 pco 时趋于 (L 雜/ ⑴ /f 展 
于 L ，（ T ), 应用黎曼-勒1梅 引理. 实际上珂以证明这个级数在 T 上一致收敛， 
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引言设诹是集 X 上 KU - 代数.钡的元索的可数集族{仏丨称为 E 的一个划分，若 
E = UR , 且当时 ， £^ = 0. 9 W 上的复測度# 是钡上 _一个复函数，使得 

fi(E) = (E€ SB) <1) 

对 £ 的每一个划分 {Ej 成立 . 

注意，级数（〗）的收敛性现在是必 II 条件的一部分.（不像对正测度那样 1 在那里缀数或者 
收敛或者发散于圆为若下标改变 顺序， 集尽的并不变，所以级数 （1) 的每个重新排列也必 
定 收敛. 因此 （[26], 定理 56) 缀数实际上绝对收敛. 

我们考虑找一个正测度 A :的问题，这个 A 在； p(E) I < A ( E > 对每一个 E 6 9 K 成立的意义 
下，控制 9 S 上给定的复测度并 M 试图使 A 保持尽可能地小.我们问题的每一个解（要是它 
肯定存在），对任 *个芯€诹 的每一个姻分，都必须满足 

OO OO 

A ( E > - ^ XCE ,) > 2 1 I . ⑵ 

i-l i=l 

因此， A ( E ) 至少要等于 （2) 右逾的和式对 E 所有的划分 M 取的上确界 * 这启发我们定义® I 上的 
一个集函數丨//丨为 

| fA | (£) = sup 2 i ! (E 6 ®> ， 

这里的上确界是对 £ 的所有划分取的. 

这个记号也许不是最好的，但它是习惯的兩法 * 注意 ， I P 丨 ( E )> 1 〆 £：> | 但丨户丨 （ E ) 
一般不等于1 〆 £) | ■ 

这表明， 如下 面将要怔明的娜样，丨确实是个测度,这样我们的问题就有了一个解- 
导出 （3) 式 所怍的 讨论清楚地表明，在任一其他解 A 都具有性赓“对所有 OT， A ( E » I /i I 
( E )” 这个意义下 ， I p 丨是最小的解 ■ 

集函数丨称为 P 的全变差，有时为避免误解， 称为 全变差 测度. 的全变差”一词也 
经常用于表示数 I P I ( X ). 

如果#是正测度，自然 

[ /4 S 除了是_个测度之外，还有另一个意料不到的性质.丨 p I 因为！ ^( E ) I 

< I I (EX I /i I ( X ), 这蕴涵了任一 《 j - 代 数上的 每一个复测度是有界如果#的值域在 
复平面内，则它实际是在某一个有限半径的圆盘内 * 这个性质（在定理 6. 4证 _) 有时 ffl # 是有 
界变差的这 种说法来表达 * 

6, 2 定理 ® l 上的复测度芦的全变差 I 戶 I 是®上的一个正测度. 

证明 设彳 £, } 是広的一个划分* &是使得1/4 1 (尽）的实数.则每一个五，有一个 


画 
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划分 { A 」， 使得 

2 | /i(A^)J> t s • (t - （ 1) 

由 { AjG , j^U 2, 3, …）是 £ 的划分，得 Si 

!>_ < 2] I 〆 鳥）|<| ^ I (£)， (2) 

(2>的左边对的所有允许的选择取上^&界.我们看出 

S i 1 <^><1 ^ \ ([)■ «> 

为了证明相反的不等式，设是 E 的任意划分，则对任意固定的 j , { AfflEJ 是為的 
—个划分.并乱对于任意圖定的“ {义门厂}是 E , 的一个划分.因此 

2 I ^ tAj ) 1 = 2 1 S〆 馬 n d j 

i / - 

< E E 1〆 烏 n 幻 1 

』 * (4) 

= S E I ^ n I 

< I 

<2i^i ⑹ • 

i 

國为 (4) 对 E 的每一个划分 { A ,} 威立，故有 

I ^ ! ( E ) < 2 I ^ I (艮 )• ⑸ 

根据 （3) 和 （5), | # | 是可数胃_的- 

注意， 在（2)_(4)内用到了定理 U 2 7 的推论* 

I ^ I 不恒等于 OO 是定理 6. 4的平凡的推论.但因为丨 p I (0) = 0，现在也能看出这个结 

论是对的. * 

6,3引理若如是复数，則存在 《 U …，的子集 St 使得 

扣 is 

^ *=t 

证明 记怎 〆 I A I 当 一 时*设 S (0) 是所有使得 cos ( a *—0)> o 的是组成的 


集，则 


IEa h 丨 ReSn = S I ❹ 1 酬 + 仏 


Q ). 


选取乳 • 使得最后一个和式最大，并令 S = S (4). &个最大值至少是[一心 ft ] 上和_平均值， 


_于对每今有 

士 j co ^ ( a ~ 0) d 0 s 

所以这个平均值就是 I ^ I ^ 

6.4 定理若#是 X 上的足测度，则 

I pt | ( X ) < oo , 

明首先，设有某个集 EG TO , 使得 I # I ( E ) 


圓 


令£ = 11<1+丨户（£)1)，由于 
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I pt i ( E )> t , 所以有一个 £ 的划分 {£} 使得 

S I〆 氐） i>i 

i=i 

对某—个 JV 成立， 对于 ☆=〆£：,)， 应用引理 H 可知，存在一个集 ACE (即某些集萆的 
并），使得 

I j «( A ) 1 r > ^/tt ]> L 

令 B=E—A, 则 

I ^(B) | = |p(E> -〆 A) |-|^(E) |> --I f (E) I = L 


圆 


这样我们就把 E 分成了两个不相交的集 A 和并且有 | p ( A ) | >1和丨 〆 £) | > L 根 
据定埋化2,很明鼠丨# I ( A ) 和 | 严 | ( B ) 至少有一个是 oo , 

现在假设 I / i ( X ) ! = 00 , _上所述可以把； C 分为和氏，且 I ^( Aj ) I >1 ， I I 
( B ^- oo . 把珥分为九和氏，且丨 〆 A 2 )| b > l , |芦|(执）；如，继续下去，我们可得到 

可数无限个不相交的 集族彳 A }, 并且对任意 i , 有 I〆 烏 ） 丨 >1. 由的可数可 加性知 

m { U ^0 = 2/“久)* 

i i 

但是当⑶时 〆 成）不趋于 0 , 从丽可知级数不收敛* a 得出矛盾，即 ij«i ( xxoo m ■ 
6 .S 如果 F 和 A 是同一个 a - 代数 ®l 上的复 测度. 依通常的方式用 

W + D ⑻1⑻ + A ⑻ (£€ W) ⑴ 

(^)( E ) - c f (E) 

定义 p + A 和对任一标量^定义屮 • 容易验证 #+ A 和中均是复测度，于是所有 职上齡 复测度 
的集族是一个向量空间*若令 

1“ 士1 ⑶， ⑵ 

容易验 I 陚范线 性空间 的全部公理均满足. . 

£.§ K 亚差和负变差规在我们特别考虑一个 a - 代数上的实测度（这样的测度经常被称 

为广 3 T 激度）-像前面一鲜定义丨 " 丨，并定义 

^ + = y<| pt l+^)t "- —p )， ⑴ 

则 和# - 均是糊上的正 测度. 根据定理I 4 ，它儀是有界的，__ 

= 户十一 〆 ，\ pt \ = 〆"+〆. （ 2) 

_度/1十和 〆 分别称为 JK 的正变差和负变差 ■户 表示为正测度 〆 和芦 - 的差是著名的户的 
若尔害分解，在所有将 p 分为两+正测度之差的表示中，若尔当分解有一种最小性质，它将作 
为定理 6. 14的推论而确定下来 ■ 


绝对连续性 

6.7 定义 设_是 dt 数 M 上的 E 测度’ A 是锄 t 的一个任意测度， A 可以 ft 正测度或复 
测度（记往复测度以复平面为其值域，偃 14 正测度”一词在我们的用法中包含了 ㈤ 作为其允许值- 
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这样正测度并不能构成复测度的子类). 

如果 A ( E ) = 0 对每_个 〆 的成立，我们就说 A 关于"绝对连续，记作 

⑴ 

如果存在一个集使得; l ( E )，； KAn £) 对每一个成立 * 我们就说 A 集令于 
A 上. S 等价于假定当 £nA = 0 时 A ( E)=(L 

假定 A , 和； b 都是® h 的测度，且假定存在一对不相交的集 A 和 B f 使得 A 集中于 A 上 
而义 2 集中于3上，则我们 说1 和; b 是互相奇异的.记为 

At 丄 Ai * (2) 

这些概念的一些初等性质列述如 F - 

18 命题假定 户， A , 和 h 都是代数®上的_度，且"是孤刻度， 

(a) 若 A 集中于 A 上， 则 | A 丨 也是如此* 

( b ) 若义 1 丄；1 2 ，則 I 丄 U 2 U 

( c ) 若 i 1 丨户， X > L / i ， 则 A ! 十 Aa 丄終 

( d ) 若 Ai 《"， 则 Ai tAs 《户， 

( e ) 碧 A «>， 则 U I < pt . 

( f ) 若 A ! 《/I * Aa 丄 戶， 則 A i 丄 h - 

( g ) 若芦， A 丄户，则 X ~ 0 . 

证明 

< a ) 若 £ flA 二 0, 且呢}是五的任一跡分，则财所有的 h 因此 ， [A [ iE )^ O t 

( b ) 从 ( a ) 直接得出. 

( c ) 存在不相交的 集4 1 和啟，使得 A ! 集中于 A , 上，#集中于禹上，并存在不相交集 A 
和氏， 使得為 集中于皐上 ， y 集中于艮上.因此 M+h 集中于上，#集中于 

压上，且 AAB =0. 

( d ) 这是显然的. 

( e ) 假定一 ㈢ 是它的一个划分*则 〆 6) = 0; 因为 A (馬 ）=0 对所有的 j 

_咸立，因此，2 I KE 』） 1 =0. 这蕴涵着 U ! ( E )= 0 r 

( f > 因为 A ! 丄#，存在一个具有 / i ( A ) = 0的集 A ， Az 集中于 A 上.園为沪故 
A , ( E )=^0 对每一个 ECIA 成立，所以集中在 A 的补集上. 

( g > 根据 tf 》，（ g ) 的假定蕴涵着 Ail ， 这显然迫使 A = ■ 

现在转到与绝对连续有关的主要定理.事实上，它可能是测度论中最主要的定理 ■ 

它的表述会涉及有限测度， " K 面的引理叙述了 一个重要性质. 

U 定理 若#是集 X 的 a -代数 OT 上的正厂有限刪度，则存 在—个 函教撕 (产》 ，使 

得对每个有0<仙(工）<1. 

证明"是疗-有限_是指！是可数个集 Remu 二1，2, 3,…）的并，并且一艮）是有 
限的.当 rex — Ejt 令叫 u ) = 0 f X € 艮时 ，令 
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则2 i 就具有所要求的性质 T _ 

该引埋的关键是可以用有 限测度 / S 代替"（即却〜班如），由于如一定是 M 的，所以卢具有 
像# 样的零测度集. 

6. 10 勒 贝格- 拉东 - 尼柯迪姆定理 设 " 是集 X 的 a- 代教谀上的正 0- 有限刻度.并设入 
是 9«jt 的复測度 . 

(a) 在 TO 上存在唯一的一对复測度 A fl 和 1 ,，使得 

A = A a + l f , A , A a ip . Cl ) 

若 A 是正有限測度，則夂和 A, 也是正有限測度 - 

(b) 存在唯一的一个終)，使得 

A,(E) - I hd^ (E6 9S), (2> 

J E 

对 （Ap A ,) 称为 A 关于#的勒贝格分解，这个分解的唯一性是容易看幽的*园为若 
( A ：, A:) 是满足 （1) 的另一对，则 

A: — = A s — Aj * 

乂 一 A,«〆 ， 且 A , — A : 1_化因此 （3) 的两边均是 Oi 在这里我们已经用到了 &8( c )、6 J 
( d ) 和 6. S ( g ). _ 

这个分解的存在性是的重要部分 • 

断言化)是著名的拉东-尼柯速姆定理，再者，九的唯一性从定理得出，同时， 

若 A 是 L 1 (#) 的任一元素， （2) 的賴分定义®I上的一个测度（定理 L 29) ，显然它关于户绝对连 
续.拉东-尼柯迪姆定理的重点是逆命题：每一个在这种情况下， A S = A ) 都能用这种方式 


得到. ^ 

(2>中出现的函数&被称为夂 关于# 的拉东 ■■尼 柯迪姆导数 * 像定理1.跗后面的注一样， 

我们可以用 dA ^ hdp 的形式表示< 2), 或甚至用 h ^- dXjdfi 的形式表示 (2) ‘ 

下面的同时产生出 < a )_( b ) 的证明方法，其思想是冯.诺伊曼提出的. 

证明首先假 设1 是职上的正有界测度，根据引理 6.9 中的挪与/4的关系， dp = dA + ud ^ 

就定 义了职 上的一个正有界测度 * 两个测度和的定义指出，对/ = ^， 

fdf =^ /dA + j fujdjn ( 4 ) 

J X J X J M 

_ jfc 对简单函数 /, 进而对非负的可测函数 / 也成立，如果施瓦 茨+等 式给出 
1 1 /(U < |^ | / I CU < 1 / Nf < ( ^ I / V ^ f ) {9 iX) > l/2 ' 


因为映射 



(5) 


对看成碧 ( f ) 上釣一个有界线性泛函， 一 

我们知道在#尔伯特空间 H 上的每一个有界线性泛函可 以爾与 H 的某个元素的内 积给虛 

来. 國此存在一个 g € L 2 使得 
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j^/cU - \/ g d <P (/€ (6) 

要注意， P ( f > 的完备性怎样用来保证函数 g 的存在性.■时要注意，虽然#作为 L 2 ( p ) 的元 
素唯一地确定，但作为点函数只是 n !>] 确定的. 

在 (6) 中对任一具有 9 ( E >>0 的 E 6 W , 令/=岛.那么 （6) 的左边就是 A ( E ) S 因为 
，我们有 

mu 0 < s < 1 - <7) 

所以根据定理 1.40, 磨 6 [ o , 1： K 关于 P 对几乎所有的 X 成立 • _此可以假定对每一个 
xex , o<gUXi 而不致影响（幻，把( 6 )重新写成 

f (1 — g)fiX = i ： fgwifi (8) 

i X J X 

的形式.令 

A ^ {j:：D < ^r(^) < 1} ， B = lx: gM — l}f (9) 

并且定义 

A,CE) - A(A n E), kAE} - A(B n (E e SIR). (10> 

如果在 （8) 中取 / W 看出 ^( JS ) =^=0 # 于是 l 丄化因为叕是有界的，若对 

2, 3,…， £' e 供，用 


(1+裒十… + 

代替/， （8) 式也成立， M 此有 

! a -^ 1 )^ = r 哀 （1 +茗+…十加如. （ u ) 

£" _sj £* 

在£的每一点， — 1因此 1 — g ， 十 1 ( 工 ）= 0, 在 A 的每一点上，文）单调地趋于 
0,所以 （11) 的左边当 w — o 时，收敛于 A ( AriE ) = A fl ( E ). 

(11) 式右边的被积函数攀调增加趋于—个非 负的可 _的极限函数 I 单调收敛定理指出， 

时， （11) 的右边趋于 

于是我们证明了⑵对每一个 9 R 成立.取 E = X ， 由 XjXX ^ f 可以看出 h € L l (^). 

最后^ (2) 式表明怂《广对于正测度 A 证明完毕， 

若; I 是® 上的复测度，则 A = A 3 + L ， 其中1和心是实_，那么我们可以_用前面关下 

A ： , A , 的正负变差情况来处理. 、_ . ■ 

如果"和 A 都是正的和 tf _有限的，定理 6. 10的大部分依然 正确. 现在我们可 WiE x = 
UX " 这里对 ngl . 2, 3* …， ^ X fl ) Coo , 并且 A ( XJ < o ^ 测度 UEflX ) 的勒贝格分解继 
续给出一个 A 的勒贝格分解，并继续得出满足方程 6. 10(2) 的函数 L 尽管 h 是“局部地在 L 1 

内”即 j / id / iCoo 对每一个 it 成立 * 然而 ACL 1 ( ju > 不再正确了 ■ 

最如果超出^一有限性的范围，我们就会遇到所考虑的两个定理确实不成立飾 情况. 
_ 例如 s 设"是(0, 1>上的勒 M 格测度，并设 A 是(0, 1) 内所有勒 W 格可 测集的 代数上的计 
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数测度，则 as 有关于"的勒贝格分解，并I尽管 "《A 和# 是有界的，也不存在& €ua), 
使得 d^ = ^dA, 我们省略这个容易的证明. 

下面的定理可 mm 明，在论及 a «/ i 这个关系时，为什么采用“连续”这个词， 

6 , 11 定理 假定产和 A 是代数®上的测度，芦是正的， JU 是复的，則下面两个条件 
是等 价的： 

( a ) 

( h ) 对每一个 £>0, 对应有一个00,对于所有的 Etm, #(£)<遂时，有 | A ( E ) | <e, 
性质 （b) 有时用作绝对连续的定义.然画当 A 是一个正的无界测度时， U) 并不蕴涵 （bX 
例如，设#是<0, 1>上的勒调格测度，且对于毎一个勒贝格可测集1>令 

ace ) = n 

J E 

证明 假定 （ t) 成立 * 若 ME>=CU 则对每 一个 ^>0, 國此对每一个 C>0, 

| A ( E ) I 所以 KE )=0, 于是 （ b ) 蘊涵着 ( a >. 

假定 (b) 不 成立， 则存在一个 e>o, 并且存 在集艮 ea»u=i， 2, 3,…）,使得〆 E s )< 
2 I A(EJ I 園此 I A I (EJ | ，令 

A,, ^ A = |^| A„, 。 ) 

则戸 （ A fl )<2_ rt+1 ， A b 3A, + " 1.19(e>4 出〆 A) = 0* 并且由 I A I (A")> 

I A I (£；), 得 

I A 1 (A) - lim I A I (A fl ) > 0 ff 

于是得出 U 1 《声不成立，因此根据命题 I BCe), Ca) 不成立. ■ 


拉东-尼柯迪姆定理的推论 


6 , 12 定理设戶是 X 的代數奴上的复测度，则存在一个可硎函数九，使得 I Mx ) | 

对所有的成立，并且使得 

如二 M | " |_ ⑴ 

与表示一个复数为它的绝对值和一个绝对值为1的乘积类比，方程 （1) 有时 叫做# 的极表 


示（或极分 解）. 

证明芦 《UI 是明显的，厨以拉东-尼柯迪姆定理保证了满足的某个 ~ eLl ( 丨#丨> 
的存在性. 

设先 | h ( x ) 1 < r } ,这里 r 是某个正数，设(£;〗是 A r 豹一个划分，则 


V I 〆 &) I - 2] I [ h 6 \ f £ ^\< i J ] r \ p t liE i )= r \ F \ ( A r ), 

} j j 

所默 I " I CA.Xr I ^ I (Ah 若 r < l , 这逾使 I p I ( A r )^0, 于是 | M >1 以 
另一方画，若 Ul CE »0, (1>指出 



J _ 

TTk ) 





现在慮用定理 1. 40 ( 用闭单位圆盘代替 S ), 便得繼 I A I <1 a. e . 


\m 



93 


第 6 拿 


國 


hU) | 垆1}，我们 B 经证明1 ^ | ( B >=0. 若在 B 上重新定义 I ，使 
Mo：) = l 在 B 上成立.我们就获得一个具有所要求的性质的函数. _ 

6,13定理假定 j « 是田 I上的正测度，鬈€丄 1 (^>,且 

A ( E ) ^ (£：€ 9 B >, (1> 

则 

I A I CE ) = f \g\d^ ( E & 冊). （2) 

* fi 1 

证明根据定理6*12» 存在 一个绝对值为1的函数 A , 使得 iA^hd | A | . 根据假定， 


dA^gdfi . 圏此 

ftd | A | = gd^ 

这给出 d I A I 与定理 U 29 tfc 较）， 

固为 I A II >0，且〆>0，■以瓦笑 >0 T a. e, [ jjl ]. 于是 1 g I t e . [户] . ■ 

C 14 哈恩分解定理 设 〆 是集 X 的沒-代数 TO 上的实测度，則存在集 A 和 B 69 W ， 使得 
AtJB = X » AflB =r 0 ^并且使"的正变差 〆 和负变差" -满足 

〆 （ e) ㉝ F iA n £) ， 〆 〈瓦) =— mb n e ) (E e ⑴ 

换句话说， X 是两个不相交的可测集 A 和 B 的并，使得 “A 携带户的全部正 质量’ （因为 
若 ECA，（1) 蕴涵了 ME )>0). 并且 4 ^携带"的全部负质* ，（因 为当时， 

选对 (A ， B) 称为由 p 所诱导的 X 的哈恩分解 • 


证明 根据定理 6. 12, dpi = kd | 户 | ，这里 | 1 - 

因为 ^ 是实的 ， 

得出 A 是实的 

( a . c 并且通过在零测度集上重新予以定义，所以是处处 ）_ 因此， & = 士1.令 


A == {xih(x) 1} t B — {xih(jc) : 

=— 1>. 

(2) 

因为 〆 =^( 1 ft 1 +") ， 并且因为 



1 〖&在 A 上 * 

—(1 + 九）二 

2 1 ^ ^ 10 在 B 上， 


(3) 

所 w 对任何 Eew , 有 



M + < E > = if / 1 + «d U 1 = | Eri /d 1 p 1 

= 〆 £(! A ), 

⑷ 

因为 〆 和广 〆 '一 ， ⑴鋪后一半風前一半得出 * 

■ 


推论若^=^—為，这里义！和為是正测度，则和 
这就是在 6. 6节所提及的着尔当分解的最小性质. 

证明國为故有 

〆 （ E) - ft(E n A) ^h(E fl A) <A ，（ E). 


1/ 上的有界线性泛函 

6* 15 设 jw 是一个正测度，假定 1< 声并俄 g 是共轭于 p 的指数，霍尔德不等式(定 
理3，8》指出，着餐€ (/£〉，少 g 由 
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少 〆 /) = I /容― ⑴ [IMI 

定义，则％是 LH #) 上德数不超过 llgil , 的有界线性泛函.自然会提出 这棒的 问题：所有的 
有羿线性泛函是否都具有这种形式 • 并且这 样的表示是否唯一？ 

对于 # = M ， 13答是否定的. LUm ) 不能提供贩有的 ( m ) 上有 界线性泛函， 对于 
K / kC ™, 回答则是肯定的.假定测度论某些病态被排除的话，对 的回答 也是肯定的. 

对于有限的测度空闻，不会出现麻烦.我们将只限于 if 论这种情况. 

6. U 定理假定户是 X 上 d - 有限的正测度，并且中是 H 户）上的有界线性泛 
函，则存在一个唯 一的贫 eLnp )， 使得 

#(/) = (/ 1 L p ( pt )), ⑴ 

这置 g 是共扼于 p 的指数，而且，如果#和乾是 （1) 内所迷及的函数，則有 

11^11 - It g II ,. ⑵ 

换句话说，在所述条件下，是等祖地_构于的对偶空 _■ 

证明 g 的唯_性是显然飾.因为若 g 和 〆 满足 U >, 则 g —〆 在任何有限测度的 可测集 E 

上的积分是 0< Sa 把/取作 Xe 时所看出的 结果一样）. 園此#的 a - 有限性蕴涵着 sr —〆 
成立. 

其次 * 若 （1) 成立，霍尔禳不等式蕴涵蓄 

:| 4> II < II 茗 I . ⑶ 

所以，只剩下证明思存在和在（3> 内等号成立 • 若 II _ 11=0，则取容二 0 时， （1) 和<2)成立. 

所以假定 II 步 II >0. 

首先考虑 〆 X )< oo 的情况 - 
对于任一可测集 E [ X , 定义 

ACH ) =少 （ Xe ). 


因为少是线性_，当 A 和 JB 不相交时撕以 A 是可加为证明可数可加性， 
假定 E 娃可数个不相交的可测集^的并，令并且注意到 

im 4 ||,=[ 户 (£— 凡 ): r-o a —)； (一 4) 

少的建续性指出 A ( A 4 )— A ( E )’ 断以 A 是复测度.（在（4>中， 用到 |)<oo 的假定‘>当一幻=(1 
it f 因为||心»,二0,显然 A (£：> = 0, 于是 A «>, 并旦拉东-尼柯迪姆定理保证，存在一个函 
数使得对每一个可测集 EC !， 有 



_ 


根据线性，得出 


中 (/) = 」 K fs^ 


⑹ 


对每一个简单函数/成立#因为每一个是简单函数必的一致极限，所以对每一个 
/氐!尸（#)成立，注意到/;-致收敛于 /蕴涵着 II / — / IIa , 0 . 因此当 *■# ㈤ 时， 巾 (/，） 
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，(/>• 

要得出 gei / y ) 和 （2) 威立，最好分成两种情况讨论 * 

情况 1 p 二 h 此时 （5) 指出 

I gdf , < \\ 0 [\ • || X E I = II 办 II •#(£) 

I J £ 

对每一个 £6® 成立.根据定理 1.40, | g ( x ) I < II i | a . e . 所以 II f IUSII 少 II • 

情况 a l < p < oo , 存在一个可测函数丨 ® 丨=1,使得 I g | C 命题 1.9( e )) ■设 

= 1 容(工） 1 <?|}，定义 I g I 则在 4 上 1 / 卜 =I g I € ， /€ L W ( M ) ，并且 

<6) 给出 

I g = [ fgdp — 0(f) ^ || ^ 1 {[ \ g \ q ^ 

J E m J X U * 

所以 

, l x Xg m 1 g li #lh (ft 二 1，2,3, …） * ⑺ 

着应用单调收敛定理于 （7), 便得 ll fl < II ^ II - 

于是 (2) 成立 ja ^ euw ). 由此得出式两边都是 i /(/0 上的连续函数.它们在 up 的 
稠密子集^/ (一上是一致的； W 此在 L ，(； i ) 的全体上一致.这就完成了 MX )< oo _ 的证明 + 
箬一 X )二00,而芦是政一有 限的，.引理 6. 9选取嫩则 d ；； 二觀 W 定义了® 上的 
一个有限测度 ，且 

是从1 # (^1>上_线性等距映射，因为对每个！ ^( x )>0 t 所以 

ir ( F ) = 

_ 定义了 上的一个有界线性泛函中，具有 || 蠻 || = ||中 »■ 

证明的第一部分指出，存在 cepgi )， 使得 

爭 (F ) 二 ^FGdfi (F e LHp)). 

令议 ； i 〜 G 《若 g — G ), 则 #>1 时， 

J I g I G Vdfi - II ^11 " = II 少 II 9 ， 

而 IU IL 二 II G IU = II ^ II - II ^ II * 于是⑵成立,并且因为 Gd ^ w ^ gd ^ 最盾得出 

f if . 

公 (/) = f^Cw - ^/) ^ ‘ （ 12 》 

. _ 

对每一个 /€1/(0成立. ._ 

IS . 17 评注我们已经碰到过定理 6.16 当# 2 时的特殊情况 _ 事实上，一般情况的证 
明，是以这个特殊情况为基础釣，因为在拉东柯迪姆定理_证明中，用到了 上，有 

界线性泛函的知识 • 而后者是定理良 H 齡证明的 关键* P 二2的特妹情况本身又依赖于 [ (片) 
的壳备性，依赖于 LH #) 因此是一个希尔伯特空间的事实，并且依赖于希尔伯特空间上的有界 
线性泛函由内枳给定的事实. 


( 8 ) 

C 9) 

( 10 ) 

( 11 ) 
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我们现在转肉定理2/14的复形式. 

里斯表示定理 

6,18设 X 是一个局部紧的豪斯多夫空间，定理 2.14 刻画了 CJJO 上正的线性泛函.现 
在我们有可能来刻画 c t ( x ) 上的有界线性泛函#了.國为 C f ( X ) 是 C Q ( JO 关于上确界范数的稠 
密子空间，每一个这样的步有唯2个到 c “ x ) 上的有 羿线性 泛函的 开拓. 國此，同样可以 
假定从处理巴拿赫空间 C ,( JO 开始. 

如果# 是复博雷尔测度，定理 S . 12断定存在一个具有 I A 丨的复博雷尔函数 h 使得 
dp^hd | /£ | . 因此用公式 

^ / d/i = J/ftd 1 I (1) 

来定义关于复 测度# 的积分是合理的. 


关系式 f :是⑴的特殊情况，于是当# 和； 是铟上的复測度和 Eem 时， 



| x %£^(ju + A )— ("丄 A ) C £) = + A ( E ) 

( 2 ) 


= \ x X ^ + - 

r 

\ x X ^ dX . 

画 

这导加法公式 





Jdi ^ + X ) = j / d / i - hJ^/dA 

(3) 


(比如说)对每一个有界坷■函数/成立， 

如果1 I 是在定义 2. 15的意义下是正则的，就称 叉上 的复的博雷尔測度"是正则的. 
如果#是 X 上的复的博雷尔测度，显然映射 



是 C Q ( X ) 上的有界线性泛函，它的范数不大于丨 P I (X 乂用这种方 法得出上全体有界 
线性泛函就是里斯定理的内容* 

6.19 定理当 X 是局部紧的豪斯多夫空间时，对上每一个有界线性泛函牵，都存 
在唯^^一个复的正則博雷尔测度户*使得 


#/ — | fdf 4 (f € C c ( X )). 

⑴ 

雨且若中和户如 (1) 所述，則 

(2) 

II 0 11 =1^1 (尤》- 


证明 首先解决唯一性_®,假定； | 是X上的一个正则复博雷尔测度，并旦对所有的 
/6C,(X) t [ /d^-0, 根据定理 6*12’ 存在一个博雷尔函数 A， 具有丨 A 丨=1，使得如= 
W | 芦 | . 对 G(X) 内任一序列 {/ 山 因此有 
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I !X I (X) = I x (k-f w )Ad I ^ ! s-/, I d I ^ I. (3) 

因为 C e ( X ) 在 l/i I ) 内稠密（定理 3.14), {/ M } 籠如此选择，使当 oo 时， （3)_ 最后一 
个表达式趙于 0. 于是 |#|( X >=0, 且容易看出夏上的两个 IE 则复博雷尔测度之差是 
正則的.这就®明了每_个0, 至多有一个# 与之对应， 

现寒考虑在 C & ( X ) 上给定的一个有界线性泛函氙不失一般性，備定 II # II = L 我们将构 
遴一个 C f ( X ) 上的正的_性泛函 A ， 使得 

HM ] I 0(f) 1<4(| /丨）< « /II (/€ C c (X)), (4) 

这里 tl /II 表示上确界范数. 

一旦有了这个 A ， 像定理 2. 14 —样，我们把它和一个正的博雷尔测度 A 联系 起来. 定理 
2* 14的结论指出：当 A ( X )< oo 时， A 是正则的. 国为 

KX ) - sup {4/ ； 0</< U /6 C c (X)} 

并且当11/_<1时》! Af\ <1,我们看豳确实有 A ( X)<L 
从 (4) 同时导 H 3 

I #(/> |<A(l/|) = |^l/ldA = II / l!i (f € CAD- ⑸ 

这最后一个范数出于空间 U ( A )* 于是少是€^(又)上线性泛函，它关于上的 LKA 》 范数 
而言，其蒞数至多是 1. 存在一个少到 L l G ) 上的线性泛函的保范数 开拓. 衡以定理& 

1的情况)给 IB 了具有1 g 丨<1的博雷尔函数 g ， 使得 

^(/) --- f fgdx (feaoo). ⑹ 

J X 

(6) 的每一边均是上的连续泛函，而 G ( X ) 是在 Q ( X > 内稠密 ©. 因此(@)对断有 I 的/€ 
C c ( X ) 處立.取如=总似，我们便得到表达式 （ U . 

因为 II 中 II =1, (6) 指出; 

f | ^ | dU sup{ | #(/) 1 ： / t C 0 (X) ^ || / li ^ 1} = 1- (7) 

J X 

我们也知道 I g 1 这些事实仅当 A ( X ) = 1 _ 丨 g I n u ] 是相容的.于 

是根据定理 m d | " 丨 =I £ I cU = dU 旦 

卜 I ( X ) - A ( X > = 1 = |#||， (B) 

这就证明丫 （2). 

所有这些都依赖于找出_个满足( 4 )的正线性泛函 A < 若 代 。,所有非负实 
元素的类].定义 

Af ~ sup{ I ^(/i) I %h €■ I h 1 ^ (9) 

P!l A />0, 厶满足 (4>. 蕴涵着并 且若* r 是正的常数， A ( e /) = cA /. 我 

们必麵证_ 

A ( f + g ) ^Af + Ag (/和！ € Ct ( X)) f ⑽) 

然后，还得把 A 开柘为 C t ，（ X ) 上的线性 泛函. 

固定/和若 e > o ， 则存在 fei w ~€ C f ( m 使得丨心 I </， I 心丨 
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Af<\ (Pik^ | + e, Ag <| #(/j 2 ) | + e+ (11) 

存在复数 a , U s I :_1, 使仏 # a f )= 丨 Oih § ) I , * 1 = 1 * 么这时 

A / + Ag <! | + , #<^) 1+ 旋 

^ #( cti 各 i 十奶為 2 ) + 2 e 

^ A( I hi 1 + 1 1)-1 


因此,在 (10) 内，不等号“会”成立. 

其次，选择办 € C t ( X ), 只要它服从条件 I A | < f + g ， 设¥={工： / u )+ 总 U )>0}. 


定义 


Ai ( x ) 


f(x}h(jc) 
f(x) + g(j：) 


ft ] ( x ) = A |( x ) 


htix }= 


j ^( x ) fe ( x ) 

/(工） +^( x ) 


(x 硭 F ). 


Cx G v >. 


( 12 ) 


显然 ，心 在 ¥_每 一点都 连续-若知铥 V ， 则 AU hO ; 园为 A S 连续的,并且因为 I hCr ) I < 
| hix ) I 对所有成立，得 m A 是心的连续点.于* 并且 对于心也圃样 


画 


成立， 

因为 h '+ h 严 h 且 | 丨 </* I hi I < JT ， 我们有 

1 | = | 0{h t ) + 0(h 2 ) l<l #(M l + | <P(h t ) I 


< A / + Ag ^ 

因此 ZU /+ 兒 )< il /+ 起、并因此怔明了 （iox 

现在，若/是一个实函数， /6 C f ( X ), 麵2疒= | / I +/* 因爾疒 ec f + ( xh 类似地, 

/ ec " (欠>;闵为/二疒 一/— ， Q 然地定义 

Af = Ar - Af - (/e t ;,( x ),/ 是实的) (⑶ 


和 

Aiu tv ) = Au + \ Av r (14) 

就傢定理 U 32 的®明中所用过的 那样， 通过一■简单的代数运算，现在可以证明，我们 
开拓 W 泛議在 G ( JO 上是线性的 ■ 

这就完成了证明， B 


习题 


L 若户是 f 代数朗 上的复 测度，定义 

A(E)~supS I 〆&) 爲， 

其中的上确界是对忘的所有飾有限划分（艮} 取的.能得拋 1芦丨吗？ 

2.证明 S . 10 节末尾厨绘出齣例子具有所述的性质* 

i 证明 黯邡紧篆斯多 夫空簡 又上的全体复 E 则博铒尔_度她向 S 空阖 M ( X > 败|芦丨(_，裨成一 
个巴章赫空闻 * 提示 I 与第5章习越8比较+ ( M ( X )_ 任何两个元素之差在 M ( X > 内的#论》 B 经用于证 
明定理匕19的第一段内，试提供这事实_证_，> 
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4-设1<於 <?是共轭于 p 的指数. 假定# 是一个 a -有限的劂度， g 是可测函数，使得对每一个/€ 

Ln /£ ), fg € V ( F y r 证明托以 

5. 设 X 由两个点“ &组成. 定夂 ^{ a }) 二 U A ( bn ; M ( X } = m ， fA 0) = d 对于这样的 A IT (芦) 是 
LUp ) 的对偶空间，对吗？ 

6, 设 l<#Oo, 证明 甚至； x 不是 tf - 有限时，俩是 i/<0 的对偶空间 . （像通常一样 V 於 +1A?-=L> 

?, 设 P 是 [0, 20 上 （或 在单位圆周 T 上）的复博雷尔灑度.用 

pin) JtT^d/Wr) (ri = 0, 土 1 1 . 士 2, 一 > 

定义户的傅里叶 系数. 假定讓 + 时 f 证明当 — 的时 * 成立. 提承 t 当/ 是德一 

::角多项式时，用/知代簪如，假定也是成立的.因之当/是连续函数，而/最任一有界的博雷尔函数 
时， 以致用 ci | y 1代替如財，假定也都成立. 

8 .. 按照；魎 7 的术语，找出所有的 ^ 便得土是周期为 i 的周期涵数‘（这息 味着以 对掰有的整 
数抑成立 * 当然 il 也假定是整数 

9. 设 { gj 是 I=[CK 1] 上的 正连续 函数序_，户是 J 上的正博雷尔测度 .ft 

( I ) limg,*(x)=0 n [m ]， 

H+oe 

(H > 对所有 n t j^ s d ⑽二 U 

(HI > 对所有 f€C(D, lim f fgndm-= f / 如， 

JT—« J f J f 

那么是否有 

10, 设 d 油.声)是正测度空若財每一个 e >0, 对应一个^>0,使得当/€#且 〆 五)<在时，有 

IJ ， 卜 


成立，就称集 dkW 是一致可积的 ■ 

( a > 证明 LWp ) 的每_个有限子集是一致可积的- 
( b ) 班 明下列的维塔利收敛 定理： 

若 （ 1 )j^(X>0=t ( jj M/J 是一致可权的 , ( 他）当 时 < fAx)—f(jrh ， (IV) . _/( 工 ） I 

n , 則 /ei^cp 并且 

limf 1 /« — / I ♦ = 0 - 


提示 s 用叶果洛夫定遵- 

U ) 证明若户是（—扣，上的 勒贝格 阑度，甚至当< II 八假定是有界吋， （ b > 也不成立* 


_此，假定 


(i >在（匕)内不能省去， 

(沿指 出对# 些 〆 比如，在限_上的勒贝格测度），假定 nv > 在 ( w 中是多余的，但是存在有限_，对 

于这些 W 度 （ W > 的省略将使得 (! ^不處立 • _ 

( e ) 誦对 T 械觀綱麟觀 ㈣ 歸 tt ㈣ 控猶粒®,浦- 侦 ㈣㈣ 麟關定不成 


立，维塔利定理仍能应用的例子 ■ 

(0 构造-个 [ G , 1]上的序刪 Ah 便之对每-个：，喊⑹〔关〒勒极格测度、不 


是 ■— 致可积的- 

( g ) 然而，下面的维塔利定理的逆命題是成 立的： 
若 〆 X )< co * / S €JLUP 且 
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Sim f n dpi 


对每个餌都存在，則 {/ B I是一致可积的. 

通过完成 F 面的要点，来证明这个锘论* 

定义〆 A, B)=| , X A - X B I dp , 劑 （ 醑. p) 是一个完备度*空闺（測度 0 齣槙* h 且对毎个 W , E- 
1/«如是连续的1若£>0,则存在艮， A N (第 5 章习题13>使得当〆 E* EoXS , n > N 时， 

<*> 

着〆4)<邊，用 B=E, — A 和 e = 来替代 E, (*) 式仍然成立，从丽用 A# 代 E, &替代 h 

(*)式也成立，现在在 {/i , …， / W 上慮用 Ca)， 那么存在#>0,使得当〆為)<#时，有 

11. 假定芦是夏上_正测度， MX><™，el， 2, 3,…， f m (x)-*/U)^e. ,并且存在 P>1 和 
C<™ T 使得 l x 丨 A K+CC 对所有的 m 成立，证明 

Hmf I /—/. |+ = 0. 

J M 


國 


提示；；/；}是_致可积的. 

12. 设 W 是由所有单 位区阐 [0， 1] 上的集 E 构成 的族， 其中 E 成它_补集至多有一个是可 数的. 设#是 。-代 
数® t 上的 计数测度，若对0«1,有 〆 a :> = h 证明裳不是《可渊的，虽然映射 

/-► Sx /( jr )= [ fgd^t 

对每个 / eLVw 有意义而且定义了 Lupi 的一个有界线性泛函.从而可知在这种 情况下 
is , 设这里肌是 r 二 [0, 1] 上的勒贝格测度* «明在上存在一个有界线性泛函盔使得在 

C(f) 上为 CK 扉么就没有 (挪） 使得对所有 /€ L ' A / i|,/gdm 成立 * 从而 - 
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在初等微积分中，我 f ] 知道积分与微分是互逆的.可以将这种基本关系推广到有关勒贝格 
积分上来.通过研究测度的导数和相伴的极大 函数， 很容易得到-些关于积分的微分賴导数的 
积分的很重要的性质.在这里，植东-尼柯迪姆定理和勒興格分解定理起着重要的# 用. 

测度的导数 


我们利用下面一个非常简单的定理导出定义 7. 1 
7.1 定理 假设 "是沢 1 上的复博雷尔测度，且 

fix) = ^((― ( 工 6R S )* ⑴ 

如果 x 6 只 1 且 A 是一个复数，则下面两个命题等价 S 

( a ) /在 x 处可微且 = 

Cb ) 对于任意的 e >0, 存在一个00,使得 

# 一 A |< e (2) 國 

m ( 1} | 

对每一个长度小于義的包含 >2■的开区间 J 成立， 这里 m 表录上的勒贝格测度* 

f # 2 定义定理 7.1 启发我们，#在 x 的导数可以定义为当区间 I 的长度收缩至工点时商 

极限. 我们也可以在多变量的情况下类似地给幽一个适当的定义，如在 P 中考虑丽不 


是在化 中考虑. 

因此，固定一个维数 h 我们定义以记）为中心 r ( r >0) 为半径 W 开球为： 

B(x,r) iy e KS I y — i l< ㈠ （ 1) 

(这里绝对值是指 2. 19 节 4* 定义的欧氏度 M ) T 若为#上的勒格测度，给定於上的 


任意复博雷尔测度#，定义商 


( Q ^ aHx ) = 


n ( B ( x , r )) 

OT { B ( j ：* r )) 


(2> 


亂当在点 x € JR * 处极限 Hm ( Q #) Cr ) 存在时，定义户在文处的对称导数为 

>=-*0 

( Du ) Cx) ~ lini(Q^£) C 工 ). （ 3 ) 

我们将用极大函数_来研究 1^. 若#>0,我们定义为 

CM«)(jf) = sup CCJr^Xx) , (4) 

若//为复博雷尔测度，其极大函数用全变差 I p I 来定义 • 

函数…]为下半连续的，从而也是可测的， 

要证明这个结论，我们假俄给定 A >0， 令 E ={ Mp > aK 旦尚宠 E , 则存在 


r > 0 使得 


户 （ B(x ， r)) ㈡ im(BiXtr)) 


对某一 OA 成立，旦存在数^>0满足 


⑸ 
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(r 十約* < r ^/ A , (6) 

若 j y—x I <5，则 r +^)3 B ( x , r ), 从丽有 

lx{B(y,r + m) > ttniBix.r)) - ilr/(r^S) lVCBC^tr + «f)) > + S)) . 

園此， BOr , 扣 CE . 这就证明了 E 为开集， 

我们的首要目标是“极大定蓮， * 4，下爾这个覆盖引埋对于证明定理 7. 4很重要 ■ 

7.3 引理若 W 为有限个球执〜的并，则存在集 H 2,…. W 使得 

( a ) 对王 S , 球 BU 。 r ,) 是不相交的. 

( b ) Wd UbU ,, 3 d 

( c ) ^(^)^3* 2 n >)* 

屮 s 

靈明将这些球重新排序使得玖 r ) 满足…取^^1*将所有和 
化相交的球执剔除 i 设氏,为所有剩下的马中的最前画一个(如果有的话），剔 除排在 忍^后面 
且和 B ( i 相交的所有球 By 微矜,,为所有 剰下的 中的最前面一个（如果有的话），依此类推， 
这个工^将在有限步之内完成，令 S={ip “， -1. 

* 然， （a ) 成立 • 因为若 〆 且 r )#0 s 则 B (/， Sr ), 
从丽对某个任何被剔除的球瑪为 B (^， 的一个 子集- 这就 iE 明了 （ b ). 又由在记 
中 m(B(x, 3r)) = 3*m(BCx, r))， 我们可以由 （b> 推出 （c>. 

祖略地讲，下面的定理说明了在一个很大的集合上，一个测度的极大函数不会很大* ■ 

7,4定理若尸为尺 * 上的复博雷尔蜊度直 A >0， 则 

m{Mfi > A } d ] II # II ■ ⑴ 

这里||#|| $丨户 I ( R ”， 且 （1) 式的左边是下面较为笨拙的表达式的缩写： 

m{{x € RS(M^)U) >A}). ⑵ 

我们将经常采用这#簡便的 记号， 

证明國定 jw 和设 1 C 为开集 （ Mp > A ) 的一个紧子集.每一个都是某个满足 
| M | ( B )> Am ( B > 的开球 B 的中心，从丽存在一个这种开球 S 的有限子簇覆盖由引理 
7. S , 我们得到一个不相交的子簇{氏，…，满足 

mCK) < 3* 史 m (战）< 3*A- 1 史 1 〆 （B, ) < 3*广 II 声 II ■ 

] L 

{珥，…， B H } 的不相交性用于最后一个不等式- 

当 1 C 取遍的所有紧致子集时 * 通过对 ±式左遨取上确界爾知 （ D 成立 * 

7.5 弱 t 1 若/€丄，（/?0且 则 

m{ \ f\>x)<r 1 11/II l . 

因为令 E ={ I / I > A ), 则有 

^n(E) < j J / I dm < I / I d 辨 =1| / II 卜 

因此，对任何可测函数/，如果它使得关丁 1的函数 

A * 愤 { I /丨> 义） 


⑶ 
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在（0, oo ) 上是有界的，麵称/属于弱 U . - 

霸 L 1 是包含的.事实上，它是严格大于 L 1 的.最为明显的例子是（0, 1) 区间1：的函 

■W 1 

数一 * 

我们给每一个/€1」（记）辅以一个相#极大函数 M / : 圮一[0, 具体定义 如下： 

( M /)( x ) = sup 丄、 [ ! / I dm . (4) 

(我们用坟来代替 BU , r ) 是因为 m ( BU ， r )) 仅仅依赖于半径 n ) 对于测度#，如果我们用等 
式如 = 来定义/,就可以发现 (4) 式实际上就是前面所定义的定理 7. 4说明了“极大 
算子” M 是有界的，它将 L 1 映射到弱 L 1 , 这个界（具体地谶娃3 4 )仅仅依赖于空间 R 4 . 

对于任何 / eLHE *) 和 A >0， 有 


m{M/>A! < 3*A' 1 II /L 
6 勒贝格点 设 /6乙4反*)， 点若满足 

lim[ I /C，> —/U) I dmiy) = 0 


(5) 


Cl ) 


B' ： r.,ri 

则称之为 / 的勒瓜 格点. 

例如，若 / 在 1 点连续颼 （1)6 成立 * —叛说来^ (1〉式意味着 I /一/(^)丨在^的 某一 + 
邻 域内的平均值 很小，/ 豹爾 興格点是指那沙使得/在廣点处从平均意义上讲振动不大的点 * 
从直观上，不是很容易就能看出对于每一个函数 /& L 1 都有勒識格点，但是下爾不平常的 

定埋却表明它们是存在的.（也可参见习题烈，> 

U 定理若 則凡乎 所有的 x € 只 4 都是/的勒货格点* 

证明 对任意的记及定义 

/ 一 /(jc) | dm 


(丁仰工卜函 J 


且令 


(1) 


⑵ 


( Tf )( x ) = lim sup ( T r /)(* r ). 

我们只需证明 T /-0 a , e . Cm ], 

固定 j >0, 设 Ti 为一正 整数. 由定理 3- W ， 存在 ，€») 使得 I 1/1 K +， 今 ㈣ 


因为 g 是连续的， 从而 Tg = CL 又因为 

1 


(TA)U) < 


f?s( B r ) j p< T , 


I h I dm ~h I ft (x) » 


我们有 

Th ^ Mh +\ h |. 

由于!\/<7> + 7>’ 我们立即可以得到 

Tf < Mi +1 h I . 


⑶ 

(4) 

(5) 


{Tf > 2y) d {Mh > W U {I & l> W 


( 6 ) 


从丽 
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记 （6) 式右边_井为 JEX> n ). 國为 lIMkci ， 定理 7. 5和不等式 7. 5(】）说明 

u 

m ( E ( y ^ n )) ^ H 士」 )' (7) 

(6) 式的左边和 jt 无关，國此 

OD 

{ Tf > 2 y ) C= f) E ( y f n ). (8) 

n — 1 

由 （？) 式知，这个交集的测度为0,从丽 rr />2：^ 是测度为 o _ 集合的一个子集.因为勒 
贝格测度是完备的*因此 { T />2 W 是勒贝格可测的且测度为( X 这对每一个正数 y 成立.因此 
Tf =0 a* e, [m]. _ 

定理 t 7 提供了一些有趣的信息，我们很容易刺出下列的 论题： 

( a ) 绝对连续测度的微分. 

< b ) 用其他不是球的集合来考虑微分 * 

( c ) R 1 上无限积分的微分, 

( d ) 可测集的度置稠密性. 

下画将讨论这些论题 I 

7. 8定理假设户是上的复博當尔測度且芦<挪_设/为#关于難的拉东-尼柯迪姆导 
數，则 [ m ]， 且 

m ( E ) - [ (%)— ⑴ 


对所有的博雷尔集 ECZR k 成立 * 

换言之，拉东柯迪姆导数可由商 Qf 的极限得到 • 

证明 由拉东 柯迪姆定理知，若（1>式中用/代替是成立的.在/的任一个勒 W 格 


点 x 处，我们有 


/( x ) — lim 




Bl: 


fdm = lim 


, r)) 


⑵ 


从丽在 / 的每一个勒贝格点1处(％)(工)存在且 等于八园此 a ， 匕： ■ 
% 9 良好地收缩_ 観设 对贤内的 博雷尔集序判 { 瓦丨，若存在一个具有下列性 
质的数 a > Ch 每一个 E f 在一个以文为中 心半径 ri >0 的开球 B ( I ， n)(^ f 使得 

m ( Ei ) ^ a * = …）. （】） 

并且当时， r ; ~ ^.0 ， gfc 称 （ £ } 良好地收缩子 A 

注意， 这既不要求工 € E , , 甚至也不要求 I 在良的_包__条件（1)是要求每一个&必 
须占有 I 的某个球形邻域的相当大的部分 的定量 叙述. 例如， 直径趋于0的最长的棱比最，的 

棱至多大 loot ) 倍的胞腔的嵌套序列是良好地 it 縮的 *( 在 M _>棱长分別为丁和 (了) 的 

矩形槪套序列则不是良好地收缩的 ■ 

% 10定理若对于每个有一组博雷尔集良好地收缩到 X , 并令 /eu ( F ), 


則等式 





微 


分 


111 


/( 工 ）= fdm <1> 

在/■的每一个勒 U 格点处成立，因此 a * e , [ m ] + [ i ^ Q ] 

证明 设 : r 为/的一个勒 Pi 格点， {£,0 r )) 所对应的正数和球分别为 Q ( x > 和 BOr , n ). 由 
^ EM ( ZBU , r ,), 我 fl 有 

治)、、 [ I / 一/(工） I ^<^ 7nr - Z ^\ I /—/ U ) ldm - 

國为当 £— 00 时，又因为 j : 为 / 的一个勒贝格点，从而右边趋向于 0. 因此左边趋 
向于0且 （1) 式成立 • ■ 

注意.对于不同的 I 和: V ， {&&)} 和{£： 〆 /丨之间并没有很大的联系. 

再注意，定理？ * 10可以导出一个比定理7_ 8 更强的形式.我#1在这里略去其 细节， 

7* 11定理若 / erCR 1 ) 且 

Fix) — I fdm(— 00 x <C °°) 1 

J 』■» 

則 f ( z ) 【 jf ( x ) 在 jF 的每一个勒員格点 x 处都咸立》因而 5 U [财] - 

(这是微积分基本定理容易的一半在勒 ro 格积分观点中的推广 *) 

ffi 明 设⑶}为一个趋向于 0 的正数序列 • 令 E ,( x ) = i >» x + ft ]， 由定理 10 知 ’ 在 / 

_每一个勒贝格点 z 錄， F ( x ) 的右导数存在且等于 / Cr ) ? 再令 J ]， 由定理 

7. 10知，在/的每一个勒贝格点$处， FOt ) 飾左导数存在且等于/(^乂 _ 

7 AZ 度量密度 设 E 为 i ?* 的一个勒贝格可测集，如果极限 

■ m{E D BCx^)) ⑴ 

r-HO m ( B ( x » r )) 


存在，则称 £ 在某点圮处的度量密度为该极限. 

如果我们设/为 E 的特征函数，应用定理 7. 8或者定理人10知：儿乎在 E 内 的每一点处， 

E 的度量密度为 h 几乎在£的补集内的每一点处, E 的度量密度为1 

这里有一个相当漂亮的结论，这个结论可以和第2章的习题8比较一下# 

若 f >0, 則不存在 E ' CR 1 使得 

/ m(E n f) ^ n 
^(D <1 ^ g 

对任何 g 间 I 成立， 

考虑了绝对连续测度的微分，现在我们转 a 来考虑那些关于饥奇异的测度的微分* 

7*13 定理设对每一个把， I [馬 （工）丨为相应的良好地收橘到尤的序列.若户为 —个复 


( 2 ) 

誦 


博當尔测度且#丄掀 t 则 




e. 


[ 梆 ]+ 


证明由若尔当分解定理，我们只需证明当时 （1) 式咸宣_可. 


< 1 > 

在这种情况下，类似 


于定理110,我 ffl 有 

g ( x ) M ( E ,( j ：)) < /!( 馬 （：)） < 〆 服， n )) 
m(Ef (jc) ) 
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因此 f (1) 式为我们下面要 ffi 明的一个特殊情形的推论 s 

(Dfi){xy 二0 a . e . [讚〕 ■ (2) 

定义上导数为 

( D ^ Xjt ) — Iim [ sup (0^)(^)](^ € R k }» (3) 

r 0< r <1 /s " 

IM 为 （3) 式括号中的数随着 n 的增大而减小 * 并 M 对每一个确 定的” 都是关于: r 的下半连续函 
数，从而由 7. 2节可 知辱为 博雷尔函数. 

选取 A >0, e >0. 因为#丄挪，"集中在一个勒 M 格 测度为 0 的集匕 由的正则性（定 
理2.18)知 + 存在一个紧集 K ， 使得 m ( K )=0, ^( K )> l | fx U -£. 

对任意的博雷尔 ECZKS 定义户 （E)=p(KnE). 令坤， 一p, 则 Ul<€， 且对 K 外 
的任意点 x 有 

( D ^ Hx ) = ( D ^) U ) < ⑷ 

因此 

{% >X}(^K\J >A} t * ⑸ 

且由定理7.4， 

>1} <3^ _1 Wptz II < 3* A " , e . ⑹ 

因为 (6) 式对任意的正数 h A 都成立 * 我们得到 a . e . [ m ]， 郎 (2) 成立. ■ 

衰理？ • 10和定理 L 13可以组合伽下- 

7,14定理设对每一个怎 efi *，{^ o )} 为相应的良好地收绅到工的博雷尔可测集序列， 


M 为上的一个复博雷尔测度， 

设如 = /< 3 解+< 1 内为芦关于的勒贝格分解 T 則 


Urn = f ( 工 ） n W. 


特别地，芦丄饥当 I 仅当 （ D 戶 = G a. [m]. 

下面这个定理与定理 7.13 形成鲜明的对比* 

7. 15定理若# jli ?* 上的正博雷尔蜊度且芦丄猶，则 

( D 户)(文> = oo e - [声] ， ⑴ 

证明由已知条件，存在博雷尔集 scr 满足 m ( s )= o , 〆 !?* — s )$ o , i 对任意的 

1，2,…， 存在 开集％ IDS 使得猶 ( vpci / j . 

对于 2,…，设 E N 为 S 中某些点工的集合，这些^满足： 有相® _半径' = 

r , (:>， limr , = 0使得 


则对 爾有的 LJ 都有 （1) 成立. 

皙时先固定 w 和 >，对每一个 ■ rEEM ， 都存在球 BiCV ^ 以 X 为中心且满足（ 2 )，设秦为 
以 Jt 为中心 ' 半径为 B x 的半径的开球》则所有这些爲的并为开集 W iA ， 包含 Ew 耳包含 


于％.我们断言: 
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< 3* N / j b (3) 

要证明（3>，设为一个紧集，则存在有限个奂覆毚 K . 引理 7. 3表明存在一个有 - 

限集 FCE ： W 满足下列性质： 

( a ) { 戽： jt € F } 为一个不相交的集簇， 

( b ) KC U B £ . 

从而 

x^F x^F *€ f 

(3) 式得证. 

现在令则心为一个 q 集，#(仏)=0,置对每- 
个 x € S — 成立. _ EH 

N 

微积分基本定理 

7 ,u 这个定理是关于定义在只 1 中紧区间 [ a , 幻上的函数它分为两部分. 粗略 地讲， 

第一部分是指一个函数的不定积分的导数还是这个函数本身；我们在定理 m 中讨论过了. 

第二部分走的是另一条路：通过求导数的积分还原成原困数.具体迪说，为 

f(x) — /(a) = I (a ^ b) m (1) 

在定理的初等版本中 i 我们假设 / 在 U ， €内的每一点可微且/是连续函数，这时《^的 
证明是很容易的. 

如果试图将 （1) 扩展到勒贝格积分上，则我们会很自然地提 迤以下 问题： 

如果只假设 /6 L 1 爾不是/连续 * 鏔论是否成立？ 

如果/在0,幻_几乎处处连续和可微，（ I )是否一定成立？ 

在5明任何真命题 之前， 下面给出两个例子说明如何不成立： 
u ) 设怎 邦时 /(』）= x s —/ CD )- o , 则/是处处可微的，但* 

| 1 I /(£) I d，f ⑶ 

于是 

如擊我们用当 时’ /在 1] 上的賴分的极限来解释 （1) +的积分 (这里 用区间[ 0 , 11 

代替 TTa 幻），则对这个/来说， （1) 式仍然成立 • 

但是刻果不纖过极限的方法来解释的话，我们会产生很多麻烦， Denjoy 和 Perron 给出 h 了 
一种积分购过程〔见[^ 8 〕，[沈]).在这种积分的过程中 ， H 要/在每一点都可微则式成止- 
但是它不具有/可积推_ 1 / I 可积这个性臟，因此在分析中所起的作用不大- 

( b ) 假设/在[〜 幻上 连续， 在! >. 6] 上孤乎处处可微，且在 U ， 幻上有 那么这 

个假设是否可以推出 a ) 成立呢？ 

答案是：不能. 

先取 i 使得1 >爲>…，假设且己经构造好使 
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得£«是由2胃个长度为2赁《的两两不相交的 闲区阔 的并，在这整小区间中_均挖去一条线段， 
使得剩下的2«+ 1 个 E 闻长度均为2 & _”氟 +] (这是可以做到的，因为已经假设氟 +1 <龜），设 
艮 +1 为2” +1 个小区_的并， 则良 3 E 2 ：D …， m ( EJS nt 且若 

E = f ] £»， (3) 

__ 1 

则 E 为紧的且 m ( E )=0. (事实上， E 是完全集 .> 令 

A = Q 〜且 /«<工）= f^gAOdt ( n ^ 0， U 2» …）， (4) 

则炙<0)=0, /,(1)-1,且每一 个尺是 在£，的补集的每一个区间上为常数的单调函数.如 
果 J 是其并为^的2〃 个小区阔中的一个，则 

£廬* ⑴ df = ( t)dt = 2~\ (5) 

由 C 5) 式我们知道， 

f^ix) = / n Cx) (6) 

且 

! (^) l<J f I I <2- 奸 ] u e EJ. ⑺ 

因此， {/ J 一致收敛到一个连续的单调函数/，其中/满足/(0) = 0, / a ) = i t 且对任 
意的 a : 往 E 有/(怎〕^0,因为綱 （ E ) =0, 故 / = 0 a . e . 

从画(1>不成立* 

若 K 2/3)% 则集含 E 为康托尔三分集. 

了解了什么时候 （1) 不成立 S , 我们假设且（1)成立 • 这里我们定义测度"满足 
dfz = / dm , 因为# 由定理 S , 11知对任意的 g >0, 存在 C >0, 使得裏 E 为总长度小于沒 
的不相交区闺的 并时 ， i f £ I ( E )< t , 因为若“/(3?) — / Cr )= p (( x ， y )) 9 麵此 / 
的绝对连续性（见下面_定义）是 （1) 成立的必要条件*定理 L 20将说明这个#要条件也幾充 

分的. 

f , 17定义定义在区间 I = [ a ，6] 上的复函数/称为是绝对连续的（简记为/在 J 上 
AC ), 如果对任意的 e >0, 存在《>0,使得对任意的 a 及 J J ： 的不相交的区间（⑽， A )， 
( Of :， 與） f …， （ a B ， ft )， 只要 

If 

2 (pi _ Hi ) <C ^» ( 1 ) 

1 

就有 

2 I /( j &) - /( a *) |< t * (2》 

i-l 

这种 / 显然是连续的，我们只需取就行了 - 

在下面这个定理中，蕴涵关系 a )—( e ) 可能是最有趣在 （ a )—( c ) 中去掉/的单调健， 
它刚好满足定理 L 20的 条件. 

7.18 定理设1=[«，幻 ， /t 为非递咸的连续函數，則下述命題等价： 
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U )/ 在 f 上 AC 

( b ) / 将零测度集映到零测度集. 

( c ) / 在 f 上几乎处处可微 ， /t L 1 且 

fix 、一 /(«) - ia^x^b). (1) 

J a 

注意，例 7. 16(b) 中构造的映射将一个零测紧集映到了整个区 
习题 12 补充了这个定理 . 

证明我们将按 <a)q<b)-Ke)-*U) 来证明 . 

设 OT 表示耙上所有的勒 M 格可测集构成的代数 . 

假设 / 在 / 上 AC, 任取 EC® 使得我们将证明 /(E) eTO 且 m(/(E))=0. 

不失一般性，我 «1 假设区间厂的端点〜 6 均不在 E 内 . 

任给 e>0, 裉据定义 7, 选取符合 / 和 e 的正数象存在开集 V ，使得 m(V)<3, ECVCI. 

if 

谀 ( 的， a) ， （阶， a) ， … ，（⑻，爲）是并集为 f 的不相交的区间，则 U (fl-a.xif 由茂的 

] 

选取要求知 

( 注意，定义 7, 17 屮陈述的是有 限和齡 情形，实际上 （ 2) 对于无限级数（若可能>的所有部 
分和成立，因而 (2) 对所有级数 的和都 成立，正像我们断陈述 _ 那样 •> 

因为 £[ 蓼， /(E)(zuL/(m), fmn ， 这个并集的勒贝格测度就是 U) 式的左边.逸就说 
明 /(e> 为恻度任意小的博笛尔集的子集 * 由于勒贝格恻度的完备性，我们有 /( 居） cm 且 

现在我们已经证明了 蕴涵 （bh _ 

T 一步，假设 （ b) 成立. 定义 

gix') = x + /(x) (a < a ： < b). (3) 

若某长为々的区间在 / 下的像的长度为 则__区间在蘇下的像的长度为々 + 因为 

/ 满足条件 a) ， 从而 g 也满足条件 0>)* 1 

现在假设 Eef * £6 明，则其中 m(£^) = 0 且 El 为 ( 定理 2* 20). 因而， 

E! 为可数个紧集的并 _ 且因为 g 是连续的，所以也是可数个紧集的并，因为貧满足条 
件 （ b), 有 m(g ⑹ =«. 又因为容 (E) = 容我们得出 g(E)€®, 

因此，我们可以定义 

f (E) ^ mig ( E )) (E c= UE € 9»>* ⑷ 

瞬为客为 一一 映射(这幾我们构造 g 来代替/的原 因）， 所以 J 中不相交的区间在廬下的像也不 
相交 * 由 m 的可数可加性知道"为 *9 上的（正 有界）测度. 而且，因为#满足条件 （ b ). 我们有 
从 ■, 由拉东-尼柯迪姆定理*存在 feeLMm ) 使褥 

如 = hdm. ( 5 》 

若 E=[a ， a ： ], 则尺 (E) = [g(a)* 总⑺ ] ，且由 （ 5 ) 可推出 
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— gia) — m(g(E>) = ft(E) 


hdm — h (Odl, 
t 3 S 


如果我们利用 （3) 式，可以得到 


fix) — /(a) = [ [A(/) — l2dt (o ^ jc ^ b), 

从而，由定理7, 11, f { x )^ hix )- U , ^ [ m ]. 

现在我们完成了 （ b ) 蕴涵 （ c ) 的证明过程， 

定义 7. 1?前面一段的讨论过程说_了&)蕴涵 UX 
7 * 19 定理假设/: I ^R l 是 AC 的， I=La, 6], 定义 


Fix) = sup 2 I f(ti) — ]) I (a < x < W t 

1 = 1 

其中，上确界取遍所有的 N 及所有满足 

a = 4 < ft < …~ = X 


( 6 ) 


麵 

( 1 ) 

< 2 > 


的序列 {f;h 則函数 F ， F+ff F—/ 均为 J 上 # 递减的绝对连续岛數 . 

( F 称为/_全变差 函数. 如果/为 I 上_ (复） 函数 aF (6> Oo , 不管是否 AC 我们称/ 
是有界变羞的，且 F (幻称为/在 r 上的全变差*习题13就鳥有关这类问题的 .） 
ffi 明 如果 （2>成立旦工<^<& ，鲴 

F{y) >； fiy) - fU) 1+ 2 I fiti) - fiU J U ⑶ 

*=] 

因此， F ( j )> I /(yj - fix ') 1 \ Fix '). 特别炮， 

F(y) ^ f(y 、 一 / <x> + Fix) W F(y) > fix} — f(y) + F(x), W 

这就证明了 F , F +/， F —/ 均为 f 上的非递减函数 ■ 

因 为两个 AC 函 難_和尨 然是 AC 的，我们只需证明 F 是 AC 的 ■ 

若 ( a , 则 

F(p) — FCa) = sup 2 I /(〜） 一 i ( l ]) I ， ⑸ 

上确界取遍所有满足 a = i 0 < AO *<4= 芦的序到“丄 


注意到 S ( a — > 口 一窃. 

任给 e > o ， 根据定义 7- n 选取符合/和 e 的正数邊，逵取不相交的区闻（％, A ) c ： J 满足 
E ( praj )< S , 且对每一个<心，興》座用 （5) 式.从而，由3的选取，我们得到 

£( F ( ft ) — F (内 ）） ⑹ 

这 就证明 了 F 在 J 上是 AC ■ 

现在我们开始接触我们的主要目标 * f 

?.2 fl 定理 设 / 为 I - U * 6] 上 AC 的复函教，則 /在 J 上几乎处处可微，/ £ 


LMm ), 且 


/(x) — fia) =“ 油 < x < d). 

J S ’ 


( 1 ) 
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证明当然，我们只需 要旺明 /为实函数的悄形就行了_设 F 为定理？，19中那样的全变 
差函数，定义 

/! = y(F + /),/ e = | CF -/), (2) 

且将 / t f / 2 均应用定理7, 18中的 （ a ) —( e ). 又因为 

/ ^ /i 一 /a 1 (3) 

这说明 （1) 成立. ■ 

下面这个定理完全通过微分的方法在一个可微的集合上导出了 （1) 式. 

7.2 J 定理设/; [ a , 為在 [心 6] 内的每一点都可微1在区间[〜幻上 / eL l . 劇 

f(x) ™ fia) = I f f (t)At (a^x^. h), <1) 

注意， 可微性在[〜每一点都假定是具备的. 

证明显然对工= 6证_鐘论成立就足够了.固定定理 2. 25保证存在[>， 6] 上的一 
个 下半连 续函数 g , 使得 g >/， 且 

r g ( t ) ii < 「/<0也 + £. (2) 

实际上，定理 2. 25仅綾出 g >/"， 但 H 为挪(|>, «)<™，我们能在不影响《2)酌前提下加一 
个小的常数于 g 上.对于任一 7 >0,定义 

F n U ) - - fix ) + /( a ) + - a ) (a (3) 

暂时保持 7 固定. S 为 g 是下半连续的，对每一个 zeDu W ， 存在对应的 
氱 >0，使得 

git )> fuy 和 ⑴ + i ( 4 ) 

对所有的 X +&) 成立.对于任一这样的 h 因此有 

F ^ it ) — F ? Cjc > =| 尽 G ) d 、 一 [/ ⑴ 一 /<尤）] +1“ 一 工） 

>(i (x) — (I 一 x>[/’0) — 7 ] + 咖一工》 

= 0 , 

因为 ( a ) =0丽 心是连 续的，所以存在一个满足 F f ( x >;0 的最大的点文 €[ a ， 若工<為， 
上 面_计算蕴涵着 F /*)>0 对 6] 成立 • 在任何情况下， F ,( W >0. 因为 这个结 论对每 
一个 9 >0成立，所以 (2) 和 （3) 现在给繼 

/(6) - /( a ) + ( 5 ) 

因为 S 是任意的，得出 

fib ) - /( a ) < JV ⑴也 ⑹ 

若/满足定理的假设，则一/也满 E 定理的假设；因此用一/代替/， （6) 式成立，并且这 
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■ 


两个不等式一起给出 （1) 式. 

可微变换 


7.22 定义设 V 是内的一个开集， T 是 V 到 K 4 内的 峡射, ^ eV . 若 存在记 上的线 
性算子 A (_ 像定义 2. 1 —样，是记到 W 的一个线性映射)使得 

lim =0 (1) 

“o \ a 1 

(当然， h € R k )， 我们则称了在 . r 处是可微的，且定义 

(^) — A, (2) 

线性算子: T ( z ) 称为 r 在: r 处 I 的导教.（我们很容易知道满麗前面条件 M 线性算子至多有 
一个，所以称 T 的导数是合理的.）微分这个术语对也经常使用， 

对于满足 （1) 式的点： e •差 T (: H ^) — 丁 U ) 被知的线性函数 逼近， 

園为每一个实数 a 都龍产生一个 H 1 上的线性算子(将々映到4)，当时，：^&>_上 
述定义和我们通常的定义一致 * 

当记—记为线性算子时，由定理 2. 20( e ) 可知，存在一个数 MA ) 使得对所有鲂可测 
集 EdR k 都有 

w(A(E)) - MA)m(E). C3) 


翻 


因为 

A ^(^) - A (.r e R k ^ (4 > 

且因 为任何 一个珂微变换 T 都可以局鄒近似表 示为一 个常数 加上一 个线性变换， 我们 可以猜 
想对于充分 靠近: r 的合 适的集 E ， 有 


m(TOT)) 

m(E) 


〜厶 （ T " U >)* 


( 5 ) 


这将:在定理 7 . 24 中证明而且是定理邪的来源. 

回脅乙我们在2, 23节中证明了 MA >= | detA | . 当 T 在^处可微时# T '( x ) 的行列式称为 

T 在 x 处的雅 可比行 列武，记为从而 

M 丁 '( 立）） =1! Jt(W I. (6) 

下爾这个引理从几何意义来看很 直观. 它的证明主要根据布劳威尔不动点定理.我们可以 
通过强加于 F —些较强的假定以避免利用布劳威尔不动点定理，比如假设 F 是开映射.但是 

这会不#要地加强了定理 7. 26中的条件偎设 ■ 

7.23 引理设 | t 丨 =]} 为中的球面，即单位开球 B = B <0 t 1) 的边界. 

若 F s B - ►记为连续 映射， 0 < e < l ， 且对任何 16S 有 

| Fix} 一文 \<,if ⑴ 


M F(H)3BC0, 】一 eX 、 

证明 假设结论不成立，麵存在戚托飢 0 » 1 — e ) — FCB ). 由 （1), 若则 I F ( j -) I 
1-^ 从丽 n 垒 F ( S >, H 此对 任意的 都有 这样我们就可以定义一个连 续函数 
Gt B ■免 B 为 
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GCx ) — 


a — Fix) 
a - Fix) I ' 


如果文 6 S , 则 T 二 I i 1 2 = 1, 于是 

: c * (a — F(jc)) = x * a + x * (x — Fix)) — 1 〈I a | + £ — 1 < 0. 


这就说明了 i • GUXCK 因此 _ r 垆 GUX 


( 2 ) 


(3) 


着: r 6 B ， 则很明显因为 G ( deS ， 有 ^：# G (： r )* 

这就说明 G 在 H 上没有不动点，这与有劳威尔不动点定理矛盾.布劳威尔不动点定理告 
诉我们从 B 映到 B 的任何连续映射至少有一个不 龜点. ■ 

我们可以从 《Dimemioii Theory KHurewiai 和 Walka 麵著 》 Prinoet-oo University Press* 1948) 
第 38 〜 40 頁找到一个既基本又简单的关于布劳威尔不动点定理的证明 * 

7 , 24 定理碧 
U ) V 是 R 4 上的开集， 


(b)T ; V^R* 是连续的， 

( e ) T 在某点处可微，则 


r m(T(BCr,r))) _ 
^ m(BO.r)) 




(1) 


注意 ， T ( B ( x , r )) 是勒贝格瓦测的，事 实上， S 为 B ( j ， r ) 是 a 〜紧的且 T 是違续的，所 


以 T ( JB ( x , r >> 鍚復-紧的 

证明不失一般性，我们假设』=0, TU )= O t 且令 A = f ( C 0. 

我们将用到有关有限维向量空_上的线性算子的基本事实，硭上的一个线性算乎 A 上是 
—一映射的，当且仅的值城是在这种情形下， A 的逝 A — 1 也是线性_. 

因此，我们将证明分成两种情形* 

情形1 A 是一一映射的.定义 

F(jt) - A^ l T{x) (x e V), <2> 


则 kTlOJzAHAs Jt 即恒等算子 * 我们将证嘆 


lim 


m ( F ( B <0， r ))) 

m ( B (0, r )) 



(3) 


因为 TU )= AF ( jt )， 由？ .22(3), 对所有的球队我们有 

= mCA(F(B>>) ^ A(A)m(FCB)), 


晒 


故若证明了 （3), 则得出结论 • 

任给園为 F (0) =0 & 1^(0) =1，存在^>0使得当0< | r | <3时’ 

| PU) - x |<£ I x I. ⑸ 

我们断言，若 0< f < d ， 则 

B (0,(1 — eV ) 匚 F ( B ( O t r >) e B (0 ,a + e ) r > (6) 

成立*我们可以通过引理？ .23 得到第一个包含关系，只需将 B (0, 1) 换成 B (0, r ) 即可，这 
是因为对所有满足丨 r 丨的点 (5) 式成立，第一个包含关系可直接由（ 5 )式得出，因为 
1 Fix ) I < a + t ) u I . 显然. （6> 式可以推出 J 




( 7 ) 


m ( F ( B ( Q f r )» 

坩 （ S(0 ， r)) 


< (1 + 



这就证明了 （3 h 

锖形2 A 不是一一映射的.在这种情形下， A 将映到一个低維的子空间内，即将 i ? 1 
映到一个零测度集内.任给£>0,存在 ip >0 使得若尽是及 * 中所有与 1)) 的距离小 
于 7 _点_成的集合，则 m(E,Xe, 因为 A = r (0), 故存在沒>0,使 I |尤 I 蕴涵 

| T (^ e ) 一 A ( x ) rj \ x \ , (8) 

若 r < S , 鐵 E 为由所有与 A ( B (0, 1)) 的距离小于矿的点构成的集合，则 T ( B (0, r)KZ 
E . 由$的选取方法知， m ( E )< eA 因此 

»i(T(B(0,r)» <£r 4 (0 < r < 扪 . (9} 


因为顏麵涵 


m ( B (0, r )) 


==■ 0* 


( 10 ) 


因为以7'(0))二 A ( A )=0, 所以这就证明了 <lh ■ 

T .25 引理假设 EC 鋩， m ( E )= 0 f T 将 E 映到记内，且： y *£ :申趋向于 x 时, 


lim sup 


1 T(y) — T(x) I 

I — x I 


< 


则 m ( T ( E )>-0, 

证明固定正整数 n 和 P * 设 F — F ^ 为 K 中 所有满 足下面条件的点工的集合：对任意的 
y€B(x f l/p)flE, 有 

I T(y)-TU) l<n I : F — 尤 I ， 

而且任选 e >0. 園为 m ( F > = 0, F 能被一些球 r _) S 盖，其中 々€ F ， n < l //>， 井 
在这种方式 T 使(要做到这一点，我们先用一个测度很小的开集评覆盖^，再将 
W 像 2. 19节那样分解为一些直径很小的不相交块.然 M 厕一些雜 F 相交且中心在 F 中又在某 

一块中的球来覆盖这个块 .） 

若 xeFflft ， 则 I A—T I < r t < l/p 因此 

| Ti ^ i ) — rex ) 1^ n I ^ — x I < nr 8 f 
所以， T ( FnB ,) CJKTU ), nr ‘）_ 从丽 

T ( F ) c|J B ( TU ，），《 r _). 

i 

上式并集的测度不超过 

m CjBC TijCi ) ^ (B P ) <C 打 * 霧 * 

釀为勒贝格测度是完备的且 e 任意小，因丽 T ( F ) 是胃测的且 mCT ( F ))=0, 

要完成证明，只需注意 E 是可数个集族的并即可* B 

下面是引理的特殊情形： 

若¥是切中的开集且1% 在 V 中的每一点本可微，射 T 将零蜊度集映到零測度集. 


擻 


分 


I 幻 


下面我们来看变量变换定理. 

7, 26 定理 假设 

( I ) XCZVCZR ^ , V 为开集， T s V ^ R k 是连续的； \ m \ - 

( y>x 是勒贝格可測的. T 在 X 上是 一一映射的， T 在 X 上处处可微； 

Cl ) m ( T ( V ~ X ))^0, 

令 ir=T(x)* 则 

| / dm — | (/ ® T ) ! J T I dm (1) 

对每一个可测的/; R A ^[0, oo ] 成立 * 

x = v 可能是最有趣的一种情形，关于条件 （ iii )， 当 m ( V - X )=0 且 T 在 V — X 上满足引 
理 7. 25时它是成立的. 

证明过程和定理 L 18中的 （b)—(e) 的证明有某些共國之处. 

在这个证明中，博雷尔集和勒贝格可测集的区别是非常重要的‘由把的所有勒贝格可测 
集构成的0-代数记为 TO - 

证明我们将整个证明过程分为 三步： 

( I )若 EeW 且 ECF ， 则 T < E )€ OT , 

(n ) 对于任何 

m(T(E H 丸 ）） =f X E \ Jt \ dm, 

J X 

( ffl ) 对于任何 A€9«, 

J 尤 A dw # J QCa 。丁) 1 JV I d 亂 

若£ & £9»， E o C ： VMm (^) = 0， 则_(|)， m ( T ( Eo - X ))^0^ 且由引理 7,25, m(,T 
( Eof | X ))=0. 从而 m ( T (^))=0* 

若眾 CV 为一个集，则在为紧的，又由于丁是连续的，因丽了 <拉）是紧的， 

因此 IXEOGSl 、 

因为任何 SH 都是一个 E 集和一个零 S 8 度集的并(定理 2 ®》’所以 （ I ) 得证- 

要证明 （ n >, 设”为一个正整数，且令 

v n = {x € Vi I TU ) < n ) , X n = X n ^ ( 2 ) 

國为 a > 成立，我们定义 

f ^ m ( E } m { T{E n 足 ））（E 6 朗）. 

因为^在^^上是一一映射的，由挪的可数可加性知~ 是细上 的一个测度._时，〜是 
有界的（这是我们临时麵 X ，替代 X 的®因），且由引理 7* 25的男一个应用，& 《 m . 定理 7 & _ 


费诉我们 (Dp rt )U)# 在 n 

[>]• D Mrl €L l (m), 且 
^ (E) = (DjuJdm (E € SR). 

<4) 

我 们断言 

(Dfii„)(^) = 1 Jt (工） 1 (文 € X»). 

⑸ 
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为了证明这一点，固定工 € X b ， 注意到由于是开集，厕以当 K >0 充分小时 BU , r>C 
由于 足 cv _:^ 所以由假设 （ iii ), 我们 可以将 (3) 中的 X 换成而不改变知 ( e ). 
因此，对于充分小的 r >0, 

pt n ( B ( x 9 r )) = (6) 

将 (6) 式两边同 时除以 m ( B (: t , r )) t 然后利用定理 7, 24 和公式 ？• 22(6) 就可以得到 ( S > 式. 

園为<3)蕴涵着^(£>=斤（£：!1叉,），从而由 （3)' (4), <5)可得 

m (丁 (E 0 XJ ) = \ x ^ e \ Jt dm (E € 9 R >. ⑺ 

m . 

如果对 （7) 式运用单调收敛定理，当《— ㈤ 时，我们得到 <11 ). 

幵始证明 （ m ) 之前我们先设 a 中的一个博雷尔集•令 

E - I ^( A ) - ix e VtTU ) e A ), CB ) 

mx £ 二 X A • T . 因为 X4 为博雷尔函数且 T 是连续的，心也是博雷尔函数（定理 112)，W 此 
E69R, 而且 

tce n X ) ^ a n ^ ( 9 ) 

由 ( n )， 这蕴涵着 

l ¥ X A im = m ( T ( Ef \ X )) - J ^( Z A ^ T ) | J T | dm , (10) 

最后，如果 JVeW 旦解 , 则存在一个»雷尔集 A3N 满足 = 对于这个 A 

来说， （1G) 式表明了 d a T) I It I =0a*e, [ m ]. H 为風而如果将 （10》 式中的 
A 換成 N， 则两个积分都等于零 i 因为任何一个勒贝格可测集都是一个鳟雷尔集和一个零测度 
集的不相交并.所以 UO) 式对册有的 Ae 沏成立，这就证明了 （ID). 

有了（碰）后，显然 （1) 式对所有的非负勒贝格可 ㈣ 简单函数/成立' 再®用单调收敛定理 

_ 就可完成证噴* _ 

注意 * 我们没有证明对所有的勒贝格可测函数/来说/ "7是勒贝格可测的，因兔这不需 

要； 见习題 B . 证明所建立的是乘积 (/ a U T | 的勒贝格可测性- 
下面是该定理的一个特殊情形 * 

假设- 〔 a , b ^ la , jfl 是 AC 的单调函軚， 辦),， 且若/>0为勒贝格可测的，则 

I — | /(^( x ))^ / (^) dx . (11》 

要通过定理 7. 26导出此式， 令&)， T = f , 再令12为所有使_为常数的极大区冋 
(若存在）的并，设 X 为 V -0 中所有使 〆 ( jt ) 存在 《且 有限）的点 I 的集合即可 ■ 


习鼸 


1. 钲明！着则在/的每一个勒贝格点处都有丨/ i 

2 w 对于及>0，设 Ja ) 为底阎（一谷，任给 a 和贫，试构迪一个可测集 EC 只 1 t 使得当 <5 


0时* 


m(E n ⑽） 
2 ^ 
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/( X 〉 一 /(«) /£([ a ， x >) (a < z < 务)， 

U ) 通过 < b > 推出， Oc ) 存在 [ m ]，，6 L 】（ m >， 且 

/(x> — fi&> — J /^<t) A + six) (a ^ ^ 6), 

其中， 是非递减的且 /《 x )=0 a * e * [ m ]+ 

( d ) 证明 /dLiM 当且仅当 /( i > 副 0 a .a |>]， 衰 fl 仅当 / 在 Du blh AC 

Ce ) 证明 a . €. [ m ]+ 

13. 设为[仏 6] 上具有有界变差的函数/_类，像定理 A 19中定义的那样*证嚷下面的结论： 

Ca > [ a , «±的任何单调有界函歎在 BV 中. 

m 若 / eBv 为实函数，则存在有界单调函数/ 5 和 jv 使得/=力一/ 3 * 

提示；仿照定理 7.19 的僅明过程， 

( c ) 若 /€ i 5 V 为左连续的，则 （ fe ) 中的/ 3 和八可 适当选取便得它们也是左连续的. 

《 d > 碁为左连续的，则存在 D 〜 幻上 的博雷尔测度 P 满足 

/C^> — /(a) = /i([a ， jc)> (找 < a S 6 ) ， 

^« m 当且仅当 / 在, &] 上 AC . 

( e ) 每个 /€ BV 可微 n [ m ], f f eV ( m ). 

_ 14,证明 U , «上的两个绝对连续函数的乘积是绝对连续的.试用该 结论导 出一十关于分部积分的定理 - 

is . 构造一个鋩上的单调函数 /* 得对每一个 zei ? 1 , / u ) 存在(有眼八 但广 不是连续函数 ■ 

16. 设 Edb ， 幻， m ( E )-0. 构造一个 [ a , 6] 上的绝对连续单调函数/使得对每一个：€£， / Cr 卜％ 

提示* £ enV , # V „ 是开集， m ( VJ < 2 -\ 考虑这些集含上 W 特征函数的和 ■ 

17. 设 0 U 为圮上的正博雷尔*度序列鼠 

M ( E ) = 

n-l 

假设 〆 史） < co . 证明户是_个博雷尔 测度. 蜘的勒瓜格分解和 P 的勒贝格分解有么关系？ 

证明 

C % Mj :) — Y ] ( Qu ^ X - r ) a ^, [ m ]. 

对于上__递减正薙数序判 {/ j 及其和 /= s / n 推出类似定理 ■ 

18. 设在[0, 1) 上科 = 在 [1, 2)上 ％ (0 兰一 1， 将开扩 张到圮上使之具有周期2,且 憲义朽 = 

^(2^1) t 符=1,2，3，…. 

假设 S I G ! 姐明级教 

么•(，） （” 

H&I 

对凡乎所有的 f 都收鈇 ■ 

或然的 解释； 级数 以概率 1收敛 ■ 

提#在[0, 1] 上是規范正交的，因此<，>是某个函数/€尸的傅里叶 级数. 若 a = = 

C / H -1) - 2 ~ N , 且 + … + 以_ ，则对 丁 -«> iV ， 

且*后一个积分趋向于 f / dm (当 p ⑵时）.证明 （•） 式对/的几乎所有勒贝格点都收敢子 /“)• 
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15. 设/是影上的连续函数，当0<^：<1时 /( d >0, 在其他情形下 / Oc ) = 0. 定义 

h t Xx } — Bupirff ( nx)t n = l ，2 t 3，*”}* 

证明 t 

Ca ) 当0<(<1 时 T h c €V ( R l ) r 

Cb ) k k 在弱 L 1 中但 

< c ) 若 ht 不在 _ P 中 * 

20. ( a ) 对任何集合 EC 记，根据定义， E 的边界是指 E 的闭包_去£的内部.址明：当 mC 3 E ) = 0 时 E 是 

勒贝格可测的. 

< b ) 设£：是靛 ： 内一系列半径不超过1的闭圆盘（可能不可数》的并+利用 U ) 证明 E 是勒贝格可测的. 

( c ) 当半径不受限制时， （ b ) 的结论是正确的. 

( d ) 证嘯半径为1的闭圆盘的并不是博 雷尔集 (见 2.21 节). 

( e ) 能否将岡盘换成 H 角形、矩形、任意多边形等？这和几何性质有何关联？ _ 

21. 若/是[0, 1 =上的实函数且 

7 ( t ) — e + i / C #) f 

根据定义，/的图僳的长度为7在 D >，1] 上的总变差，证明长度有限当且仅(见习题 13) .证明 
若/绝对连续的，则长度等于 f 1 vl +[ r ⑴ T 也 

J 0 

22 . ( a > 假设/及其极大函数 M / 均雇于 l / CR * X 证明 /(ihOn [ m ]- 

提示 s 对于每一个 /6 L 1 (沢*)，存在一个常数使得当 I x S 充分 大时， 

( M /) U >>«? U I ' 

(b) ® 0<!x<I-|- * /{^)=x 1 Clogjr) -2 1 若文在 J? 1 的其他位置， /<x) = 0 1 则 /eJJC 尺 O -证明 

CM /)( je ) >| E ^ IogCS ^ t ) 1 _1 (0< x <+), 

从而 h ( M / Kx > da ^ oo , . 

23. 勒贝格点的定义如同 7,6 节一样，应用于单个的可积函数，并不是应用于节中所讨论的等价类.而 
麗，若为一个这种等价类，我们可以称一 个点戈 €紀为 F 的勒與格点，如果存在一个夏数》 

称为 （ SF )( z >, 使得对某一个（因此龜是每一个 >/€ F ， 

lim —-Vrf 1 /— < SFK ^ > I —= 以 

对于不是^的勒贝格点的点1€鋩，憲义 （ SF )( x > = 0. 

诞明下面的结论®着/€卩， 且怎为 /的勒贝格点，则 I 也是 F 的一个勒 M 格点，且/《工 ( SF ) CxX 因 

’此， SF € F . __ 

这样， s h 选择 w 具有一个勒興格点的极大集合的 F 中的 成员. 




第 8 章积空间上的积分 


本章致力干证明并讨论关于二元函数积分的富比尼定理.首先以抽象的形式提出这个 
定理. 

笛卡儿积上的可测性 

8.1 定黧若 X 和 Y 是两个集，它们_笛 卡儿积 XXY 是所有的序对 Or ， 
y ) 的集.若 ACX 和 BCY ， 便得出 AXBCXXY . 称任一形如 AXB 的集为 XXY 内的矩形. 

现在假定( X ,少）和 （ Y , 是可测空间*回忆一下，这无非是说，是叉内_疗-代数， 
T 是 Y 内的 a - 代数. 

一个可测矩形是任一形如的集，这里 B € f . 

这里每个私是可测矩形，且对 i # i ， 鼠0圮^0， 我们就说 Q 6 A 

即所有 基本集 的类. 

黧 xy 定义为包含所有的可测矩形的 xxy 的最小的代数. 

单调类 OT 是具有 T 列性质的集族:若 W ， 玖€诹， A S CA I+1( B ,3 B f +1 » 对 ㈣ U 2, 
3,…成立，且若 

A — (J Ai ， B — 门 Bp ⑴ 

*= L i=l 

则 a 6 an 和 B 6 to . 

若 Ecxxy , ! ex ， y€Yr 定义 

E , = iyt (: r»，）e E }, = Ui ix , y ) £ E } , (2) 

分别称&和 E ， 为 E 的 j ：- 截口和截口 ■注意 &<= Y ， E ^ ClX . 

定理若 Eeyx 矿，則对每一个和 $ eY ， lef 和 
证明设是所有 Eg 夂 xy 的类，使得对每一个 zGX 成立.若 £= AXin 则 
当 ： c € A 时,1 = B , 当 ： r 茫 A 时， E ^ = 0, 因此每一个可测矩形厲于因为矿是 f 代数， 
下列三个命题都是正确的》它们证明了《是一个 d 戈数，因此 

( a ) xxrea , 

( b ) 着 Een ， picf ),-( E ,)% 因此 ， Pea 

( c ) 若艮 ( i —1. 2» 3 t ***)* 且 E=LH 则 E / LKEi )" 因此奸打. 

对是同样的， " 

8.3 定理少 Xf 是包含所有基本集的最小的单调类 ■ 

证明设 W 是包含/的最小单调类【这种类的存在_证明恰好像定理的证明 那样* 
因为 yx 矿是一个单调类，有 wc :， xy . 

恒等式 

(Ai xBj) n x b s >— (A, n 鳥 > x (执 n 执》， 

( A t X Bi ) — CA S XB ；)= C ( A , — Az ) X B ,] U [<^i 0 X ( B ! — B s >] 
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表明，两个可测矩形的交是可测矩形，它们的差是两个不相交的可测矩形之并，因而都是基本 
集+若戶£ #和0€忒，容易得出 

p n Q 6 / 和 p-oe s - 

因为 

P U Q = ( P - Q ) U Q 
和 《F — Q ) nQ =0， 故同样有 PUQef . 

对于任意集 PCXXY ， 定义 IKP > 为所有使得 P - QeOT ， Q — P 69 B 和 PUQem 的那些 
QCIXXY 的类 • 下面的性職是明显的. 

( a ) QeO ( P ) 当且仅当 P 6 JQCQ ). 

_ ( b ) 因为 TO 是单调类，每一个 OCP ) 也是单调类. 

固定 Pe #， 上逑关于/的评注指出 I 对于所有的 QG 加 F ), 因此 JCIKP ). 并且 
现在 （ b ) 蕴涵着钡 OKP )- 

其次，固定若刚才看到了 oeiKP ). 根据 （ a )， peo ( Q ), 西此及 c : 
a ( Q ). 蓊再一次遺用 （ b )， 便得 

餌 (za(Q). 

总结 ； 若，和 Qe » l ， MF - Q 65 R , PUQ € SR * 

现在推 导钡是 XXY 内的 a - 代数： 

( j > xxye s , 因此 xxYew . 

c jj ) 因为铟的任意两个元素之差在挪内，所以若 Q € sh ， 则 crew . 

( iii ) — P .€ TO ， 间，2, 3,…, F = UP " 令 

Q „ = A U .H 
因为 SB 对有限并运算封闭， Q . ew * 

因为&[<^ +1 且 P ⑤ UQ ,， 诹的单调性指出 

于是钡 是一个代数，少 X ,,并 M (根据定义） YX 矿是包含/的最小 的疗- 

代数，因此， a »-^ xr . ■ 

8-4 定义对 XXY 上每 一 个函数/和每一个我们对应一个用 = 

定义的 YJ ： 的函数 /** 

类似地，若尸是用/，(^) 二 /($，： y ) 定义的 X 上的函数- 

因为我们现在与二.个代数，义，7和少 Xf 打交道，为了清楚起见，今薦提及“ 可测” 

一词_，将指明是 就三个 代数中的哪一个而言的. 

8. S 定理饞/是一个 IXY 上的 （ yX 矿)-可刪函数，則 

( a ) 对于每一个 /, 是一个可昶函教甲 

( b ) 对于每一个 j € Y ， 尸是一个少-可測函数. 

证明对任一开集 V ，令 

Q = {( x »3?) : » 


则 Q €^ X 矿，且 
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Q x = {yi fAy ) 6 V }* 

定理&2指出 a € T . 这就证明了 （ a》 F ( W 的证明是类似的* ■ _ 

积测度 


8,6 定理设 （ X t 夕％ 和 （ y , 沒％ A ) 都是有限的剌度空 _• 假定 Q €^ X 7 . 若对 
每一个 j ：€ 瓦和 y t y* 


^>(x) — A(Q^) ? 

fp ( y ) — fAQO ， 

(1) 

則 P 是 少-可测的，0 是可測的 ，量 




1 户 

<2) 


注关于测度空间的假定，更明确地说，就是"和; I 分别是夕和^ r 上的正測度 ，X 

» 

是可数个不相交的真有 〆 X )< oo 的#足的并， Y 是可數十不相交的具有 A ( Y_)<oo 


的集的并. 

定理8, 2 表明定义 (1) 是有意义的，接为 

A ( Qx)(x 6 * ⑶ 

对于 p(Q’) 具有类似的说法 L? 此结檢 (2) 可 IU 写成下列形式 * 

工心#，，)崎） <4) 

= [dKy) X Q ( 工， y)dpt{x). 

J y J x 

证明设 《 是所有使得定理结论成立的那些矿的类.我们要证明具有 T 列四 


个性质： 

( a ) 每一个 可测矩 形属于江 

( b ) 若 QiCQ 2 cChCi … * 每个 Q ;€ i 1， 且0 = 1)0‘，则 

Cc ) 若 { QJ 是不相交的口的元素的可数集族 ， 则 Qen . 

Cd ) 设 〆 A )<™， A ( B )< o °， 且 

A X B 3 Qi Z ) Q 2 Q s 3 #it - 

若对卜 U 2, 3，…， aen ， Q = f ! Q " 则 Qea 
若 Q _ AXB ， 这里 Aey ， B 6 矿，则 

A(QJ = A ( B ) X a U ) 和⑸ 

因此 (2) 中每一个积分都等于 〆 这就给出 U ). ^ 

为证嚷 Ob ), 像⑴使 p 卿与 Q 对应一样，设妒和 化与兑 棚对虛 * A 和/4的可数可加性 


指出 


在每一 


fi U 、 一 fix ), #( j 0 <^°°> . w 

点上是筚调递增地收敛的 • 因为 p 和参假定是满足定理结论的，从单调收敛定理即得 
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[1631 出 ( W , 

对于不相交集的有限#， <c> 是显然的，因为不相交集的并的特征函数是它们的特征函数 
的和. （ e ) 的■般情况现在从 ( b ) 得出. 

除了麵控制收敛定理代替单调收敛定理以外， （ d ) 的证明与的证明相似.因为 
p ( A )< ㈤ 和 A ( B )< ㈤ ，这样做是会理的* 

现在定义 

{ X H XY m y ( m , » = 2，3，…) (7) 

并且设钡是所有使得对 m 和《所有选择都能成立的那些集的类，则 （ b ) 和 
( d ) 表明锄是一个单调类！ U ) 和 （ c > 指出 / CSB ， 并 且因为 TOCy X 矿，定理8,3蕴涵着 ® = 

于是*对每一个 Qe 少 xir 和对網* n 的所有选择. o _ ea 因为 <3是集的并,并且 
这些集是不相交的，从 ( C ) 得 m oea 这就完成了证明. _ 

8*7 定义如果夂. / i ) 和 （ F , 矿， A ) 像定理8, 6中的一样，且 矿. 我们 

定义 

(/iX AXQ ) - J ^ A ( CL ) c ^( x ) = (1) 

U ) 中积分的等式是定理 8.6 的_容.我们称 " XA 是测度#和 A 的乘积.从定理 1*29 直接推 
得 jkXA 实际 上是一 个测度（即 # X ；| 是在少 Xf 上可数可加的）. 

也可以看出 | iX ； (是 -有限的甲 

富比尼定理 

8.8 定理设（ X ,少，和 O % f ， A > 是 (7 -有限的測度空间 * 设/是上的(:少 X 

7)—可测函教， 

( a ) 若 0</< oo ， 且若 

fix ) - |^/ x dA , $( y ) = ^ ^ Xtji 6 Y ) » 

则穿是 f - 可測的，#是矿-可測的 * A 

l x f d ^ ^ f^/ dC ^ XA> ^ f / 似 . 

( b ) 箬/是复的，且若 

9 9 ix ) = | v I / UdA 和 〜< oo , 

11641 則 /& L 1 (/ iXA ). 

(c) 若 j € L i (| U XA )， 則炙 GI ^ CA ), 对几乎所有的 ^：€ X 成立，尸61」（户）对几乎所有的 

成立 . 由（1>式也 e . 定义的函数和0分别在 L 1 (#>和 U ) 内，并且 （2) 成立. 

注 <2)的第一个积分和最后一个私分也能写成更为常见的形式 

J djtiCx ) J _ f ( jrty ) dA ( y } — J dl ( y ) j ^_/ X 尤， （4) 
这些就是所诮的 / 的“累次积分*% (2>式中阔的相分经常被称为重积分 • 


⑴ 

( 2 ) 

(3) 
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( b ) 和 U ) 结合起来给出了下列有用的结果：若/是 （ YXf ) —可濟 K 且若 

f ^ d /4( x)j ] fix f y } 1 dK ^) <°°， (5) 

则 （4) 的两个累次积分是有限的并且相等. 

换旬话说，对于 （ YX ^> -可测函数/，当/>0时， ** 积分的次序胃以交换.”当 I / I 的累 
次积分之一是有限时，“积分的次序也可以交换， 

证明首先考虑 （ a ). 根据定理 8*5, 穿和#的定义是有意义的.假定 且/= 

X Q . 根据定义 8.7, (2) 恰好是憲理 8. 6的结论 * 因此 ( a > 对所有_负简单可则函数 s 
成立 * 在一般情况下，存在这种函数序列〜，使得…且在 XXY 的每一点〜 

: V >—"/( I ， 3》.若像 P 与/对®—样， A 与心相对应，则有 

| ™ j X A ) (n — 1^2,3** 44 ), (6) 

单调收敛定理应用于 d f ， a ) 上时指出，财每一个当 oo 时％ (怎）递增到 〆 
因此，再一次座用单调收敛定理于(6>的两个积分，便得到 （2) 的第一个等式.通过交换$和 V 
的地位 * 得出 （2) 的后半 部分.这就完成了 （ a )_ 证明. 

若应爾 （ a ) 于 | / | ， 可看出 （ b ) 是正确的- 

显然， JR 要 对实的 证明 （ e ) 成立就足够了 ：复的 情况接着就能 得出. 着/是实的， 

将 ( a ) 应用子/ 4 和 /' 像（1>中沪对应于/ _样，俊 奶和鞾 对应于 广和厂 * W 为 /e 
u ( pxa ) 并且广 < 丨/丨，又因为 （ a ) 对/+成立，看出豹类 似地， pekk ). _ 
因为 

f 次二 (广 \ 一 (/ )，， ⑺ 

所以对于使得仍（戈><°°和鈐 《尤 ><°°的每一个工 ， 有厶61/«);因为 p ■矜均在内，故 
对于几乎所有的都有 p u )< ㈤ 和_(尤><°°,并且对任一这样的 A 有 9( 工）# 奶（工)— 

钤 (之).因此免现在用鈐和 r 及用戶和 f 代替尹和/， （2) 式都成立；若将所得的两 
个方程相减，我们可以得到(办的一半.用产和 P 代替 / f 和,用同样的方法可证明另一半 * 鼸 
8,9反例下面的三个例子将指出，定理&6和 8.8 的各种假定都是 不能删 掉的. 

⑷设 X = Y =[0, 1]，广义=在[0, 1] 上的勒贝格测度.选取 U .) 使<#,<>•， 

且銳 心是支 集位于(氟， Lm ) 内的实连续函数，使得对柯=1，2, 3，… 

成立 • 

定义 

«■ 

f ( x , y ) = 2 [仏⑷ —心 ( X ) K ，) • 

注意在每一点 Or , 3?》，和式中至多有一项异于丄于是在/的定义中没有收敛性的问 一个 
简单的计箅指出 

n fi ri p 

I dzj /(工, 30 办 =1^0^ 

因此茧然两个累次积分 存在’ 富比®定理的结论却不成立* _意在这个例子中，除去在 （】， U 
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这点以外，/是连续.的.但是 

*1 p 

dr | f(^ f y) I dy — oo- 
J o Ja 

( b ) 设叉=7=[0, 1], ju =[ O f 1] 上的勒 W 格测度 ， A = Y 上的计数测度.若 a : 二力令 
/( x t 3^) = 1; 若 令 /( 文，5)=0，则 

f f(jc*y)d^(x) = 0, f(x f y)dX(y) — 1 

J X -J 

对所有 [0, 1] 内的 i 和 y 成立 * 因此 

j^dA(^)|^/(x»^)d/i(j：) = 0 # 1 = j x d^(x)|^/(x^)dA(3f), 

这次是由于 A 不是 a - 有限而导致失败. 

请注意，着少是所有 L 0, 1] 的勒贝格可侧集的类而 f 是由[0, 1] 的所有子集组威，则我们 © 
_ 函数/是（少 X 7)- 可测的*要看出这一点，注意/=為，这里 D 是单位正方形的对 角线. 给定 
«，令 



并且令 

q w ^ a , x h ) u ( ax 尺 ） u … u a x /_)， 

则 Q fl 是可测矩形的有限并,且 c^riQf 

( c ) 在例 < a > 和倒 （ b ) 中，富比尼定理不成立是由于或者函数或者空间**太大”造成的 * 现在 
转而讨论/美于代敷夕 X 矿是可濟1的这一要求所起的作用， 

为了更加精确地提出问题，假定 〆 X )= A < F ) = 1， 0</<1(因此“大 ”这一 点当然就避免 
了 h 假定对子所有的 z 和: y , / x 是 f -可测而尸是妒-可测的，并且假定 p 是夕-可测 和少是 
可 测的. 这里*和#像 8. 8(1) —样地定义，则和并且两个累次积分都 
是有限的.（注意在定义累次积分时不需要涉及乘积测度 ■) 能得出/的两个累次积分相等吗？ 
这个(可能令人惊愕的）回答是：否 • 

在 T 面（由 sierpimki 给出）的例子中，我们取 

- (Yt^a) = [oa] 

具有勒贝格滷度.这个构造依赖于连续统假设 • 存在 一个華 位区间 1 ] 劃良序集 W 上的一 
—映像使得对每个工€[ 0 , 1 ]， jOr ) 在 W 内至多有可数多个先行元素.这是该假设的一个 
推论*我们承认它的合理性+设 Q 是单位卍方形内所有使得 ） 在评内前于的那些 
U , w 的集，对于每一个 x6 〔@’ n ， Q ， 包含了 1 ] 的除去可数多个点外的所有点 I 对于 

每一个3^[0，1]，至多包含[0， 0 W 可数多个点 • 若/宗知，得出和产是博雷尔可拥 
的，并且得出 

— | y) =1 ， ^(j；) = j/( ： rt 30 ciz — Q 
財断有的 x 和: y 成立.因此 
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[ da:f fijc f y}dy = 1^0= f [ /( x ? ^) dx * 

Jo Jo J ^ 

积测度的完备化 

8 」o mx , y ， p 和 o % 夕％ a ) 都是完备测度空间， （ xxr ， yx 矿， # xa ) 却不一定 
是完备的.这种现象并没有什么毛病：假定存在一个具有 P ( A ) = 0 的 A 6 y ， A #0 i 并假定 
存在一个 使 B 毪 0 T , 则 AXBCAXY ，（ pXA ) ( AXY ) =0,但 AXB 硭夂 X 矿.（后一 

个断言由定理 7— 2得出 •） 

例如， 若； |4 =叫（茫上的勒1格测度），设 A 由任一点组成，并且设 B 是 R 1 的任一不 
可测集 * 于是 miXwt 不是一个完备测度；特别 WiXmt 不是因为后者根据它的构造是完 
备的.然而，虜 2 是叫乂吻的完 备化. 这+结果推疒到任意 维数： 

8. 11定理设表#，上的勒见格测度，苦々 = r + s ， r > l , s > l ， 則是斷 Xm , 乘 

积測度的完备化* 

证明设满*和《*分别是圮的所有博雷尔集的 ◎- 代数和尺*的所有勒贝格可测集的代 
数，首先证明 

m k C 3 R r X 9 R , C SR ,, C !> 

每一个胞腔属于 ® tX TO ” 用 it - 胞腔所生成的 a - 代数是劣“因此谢 * 匚® 『 X 明,，其 
次，假定 Ee ® t _ Fe « T 根据定理 2 _^ Kb )， 容易看出 EXJT 和 FXFR 时属于 Wp 对 

它们的交瓦/尸_样是属于 9 JU . 于 是得& 

讽 X 讯 C 

选取 Q € 飢 x ®l ， 则 <3€饥.所以存在 ft 和朽 e 紙，使得 PiCCJCP 2 且 m h { p % — p ,) 
= 0 . 叫和 二者都是平移不变的博雷尔 测度. 它们对每一个 A _胞腔指定同一值+ 

根据定理 2*20( d ), 園此在上它们是一致的，特别地， 

(猶 r X mJCQ — Fi ) <( m r X m s )(Pt — Pi ) 

= m,k (Pa — Pi ) = 0, 

并且 Kilt 

im r Xm s }{ Q ) = { m T XmJ ( Pi ) = m k iP 0 ^ m k { Q )- 

所以在 It X 戳 ± m r Xm f 和 m * —致 ■ 

观在# li ! 歡是 SI r X 肌的完备化，面这就是定理所断 F 的’ 

我 CI 用窗比尼定理的另一种说法来结束这一节 ■ 这个结论就定理 8 . 11 看来是特别有趣的 

部分 

m 定理设（ X ,分， #1) 和 a ) 是完备的有限测度空间.设 （ 夂 xyr 是 
yxf 关于谢度 〆 XA 的完 备化. 设/是 JCXY 上的 （f Xf ) 可测函数，则定理 S +8 的结论 

成 I ,钒有的不同之处如下： 

的『-可刻性只能对几乎所有尤断 定是正确的， 因此根据 8 ^( 1)# 只是仏匕 

k ] 定叉 I 类似结论对尸和4也成立 - 

这个定理的证明依赖于下列两个 引理： 
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引理1 假定 t / 是 a - 代數 W 上的正測度， ST 是 细关于 r 的完备化，并且/是一个 9 B +- 
可测函教.则存在一 + SR - 可测函教 g ， 使得 /=g a . e . [ i ]* 

(当 v ^ R k 的勒贝格测度并且明是所有_博雷尔集的类时*就出现这个引理的_个 
有趣的特殊倩况 .） 

引理2 设办是 XXY 上(少可测函教，使得4=0 a . e * [" XA ], 則对于几乎所有 
的 zeX , hix , 对几乎所有的咸立 * 特别地，对几乎所有的 I 是 矿-可 

刺的，对于 P 类似的结论也成立. 

若我们假定两个引理成立 * 定理的证明立即可以得到：若/如同定理所述的一样，引理1 
(对于 x ^ pXA ) 指出* / —^+4, 这里 A ^ Oa . a [ jmX A 3 »并且 # 是 《少 X f ) -可测的*憲理 
8. 8应用于&引理2指出对几乎所有的心/； = ^依测度 1； L 乎处处成立，且对几乎所有的 h 
尸=炉侬测度 P 几乎处处成立.麵此/的两个累次枳分和重积分与贫的累次积分和重积分相同， 
从而定理得证. 

钏理1的证明假定/是规*_可测且/>0,存在 ®T -可测的简单函数0 … 

使得对每一个 **oo 时 h ( JC ) y /( 立）.因此 /= S<Vn —匙），因为 Vfi — L 是特征函 

数的有限的线性组合，所以存在常数 q > o 和集 Ee ® r ，使得 

* 

/( x > = ( x ) (x e X ), 

f=i * 

® r 的定义指出(见定理 1.36>: 存在集 Mt B,e 3 B , 使得且一 
0. 定义 

» 

卜 2 Ci X Ai (X e X )， 

则函数宮是 W - 可 测的. 且可能 除去托 LKErAJczUCB , — 烏）的那些点外、 g ( jr ) = f ( x ). 
因为 i 4,) = 0 对每一个 i 成立，得出 g =/ a . e * !>]. 从这个结果可以得出一般情况 （/ 

是实的或复的）. - 

引理 2 的证明 设 P 是 XXY 的所有使 & U ， ： y )#0 的点的集，则 P 6 C 分 X 且（户 X 

A )( P )^ o , 因此存在一个 Qeyxr , 使得 peg 且¥父《(0)=0. 根 据定理 a . e 有 

J / Q 為 (戈 ）-= a ⑴ 

徽 N 是使; Ka >>0 的所有的集.从 (1) 得出 〆 N ) = CL 对每一个 1( a ) =0■因为 
P n 且 ( y , a ) 是完备的测度空间， 若工帳 则 p, 的每一个子集属于^若一 1 "” 

则知 r (》)u 是我们看 出：对 每一个I是 f - 可测的 T 且 My) 邱线 DC. _ 

卷积 

s . 13 经常遇到能用 BE 明某个集确实很大的方法证明诙集是不 空的， 这个“大”字自然可以 
涉及各种性质，其中之一（比较原始的一个）是势.存在超越数的著名的证明提供了一个 例子: 
仅存在可数多个代数数但是存在不可数个实数*國此，超越实数的集是非空的. w 尔定理的应 
用基于“大 ”的拓 扑概念1稠密的 G 集是完备度骨空间的“大” 子集. “大”的第二种形式是测度 



积空坷上的积分 135 


论的形式 t 人们可以尝试用证明测度空_中某集具有正测度或用证明它的余集具有零测度的方 
法更加鲚些*来证明该集是不空的.富比 JS 定理在这种形式的论证中经常出规， 

例设/和暂时假定/>0和并考虑积分 

Mz) = [ fix — t)g(t)dt (― oo <； jc < ㈤) * ⑴ 

对任一固定的 (1) 的被积函数是值域在[0, ㈤ ]内的可测函数 • 以致 MW —定可以用 G ) 很 
好地确定，并且 0< AU )< oo . 

但是否存在一个使 M ^)< m 呢？注意到对每一个固定的1， a ) + 的被积函数是的 
两个元素的乘积，并且这样的乘积不总是在 L 1 内的 • （例如当 0< X <1 时， fix )^ g ( x }^ 
1 A / I , ix 为其他值 it 为 富比® 定理将给出一个肯定的回答.事实上 * 它将指出办 e 
rCR 1 )， 因此， h ( jr><Coo a , e , 

g . 14 定理假定 /6 LUR 1 ), gGLUi ? 1 )， 則 

I fix — y)g(y) I dy <°° 

J "-*-00 

对几乎所有的 I 成立.对于这些: T ， 定义 

k(x) = j /(z — 

則 h € L l ( R l ), 并且 

II h n t < I / II , ligli ：,. 

这里 

! i/Hi = r I / u > I 槪 

j —» 

我们称办为 / 和篡的卷积.并记以办=/*心 
证明存在博蜇尔函数和取，使得八 =, a .匕和汾二 ga . e . 若用/ & 代替/，用 
代替心 对每一个 & 积分不变.因此从 一开始 就可以假定， / 和 g 都是博雷尔函数’ 

为了应用 富比遞 定理，首先证明，由 ^ 

F ( x $ y ) — f ( s ^ y ) g ( y ) ⑸ 

定义的函数 F 是!^ 上的博雷尔函数. 

由 

定义妒 和 f : 则 / Cr 一 5) = (/ * f > U ，，） 和 g ( yXg 。 #)( 工， 》)■ 因^ 

9 、 0都是博雷尔碰，定埋 1.12( d ) 指出，/ 1靡 g ^都是 F 上的博雷尔函数.因此，它 

们的乘积也是博雷尔函数. 

其次，我们考察一下* ^ 

|°° dyj | F ( 工， : y) 丨 dx= J ~ 1 g(3?) I 办 J M I /<: - W I • ⑺ 

=II / Hi II M * 

因为根据勒 M 格测度的平移不变性，对每一个:纪， 


( 1 ) 

⑵ 

⑶圆 

(4) 
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I /( 尤 —y) \ dx = H / {|j , (B) 

于是并且富比尼定理蕴涵着积分 ( 2 ) 对几乎断有的 xeR 1 存在，并旦 tetUR 1 ). 
最后，根据 C 7)， 

II A — f I hix) I dx ^ dbrf | F ( 工， y) I dy 

J —cio J —w J =«i 

=[ dy\ I F(x$y) I dr = || / ||i || 哀 |i. 

J — D * J — O & 

这就给出了 （3), 并且完成了证明. _ 

_ 卷积将在第9章起着重要的作厕- 


分布函数 


8+15定义设^是 集合夏 的某一 a - 代数上齡 cr 有限正测度，搋/; ^[0. oo ) 可酒 + 若 
对每一个°°>，賦予函数值 

Mf ^ ~ ^ Xt fix } > ^} ) » 【1) 

则该函数称为 / 的分布蟲教 * 显然它是一个单调 C 非递增）函数，从而是博雷尔对测 

我们介绍分布函数的原因之一是可以用它在[0,上的积分代替/在叉上的积分，公式 

| fdfi = J 

是下一个定理当时的特殊情形.这将用来导 m 第7章中介绍的极大函数的 p - 性质， 
8*16 定理假设/ 和口 同上，设史 i [0, ㈤ ]是单调的，时每一个 f 在 

[ o » r ] 上绝对连续兩1 f ( c )= o ， 电* # oo 时 〆 o — ^ (⑵） ，则 

j ( f s = J ptif (1) 

证明设 E 表示殷有满足 /( 尤)的点 O € XX [0, ^0 的 集合. 当 / 是简单函数时 * 
E 是有限个可测矩形的羿，执而是可 测的. 一般情况 T ， E 的可渕性可以利用简单函数来逼近 
/得到（定理 i * n). 如阆1节一样，我们令 

F - u e e E] (0<r < 如）， 

画 / 的分布函数为 

終 (E” 【 j^ F (x,f)dj£i(x). 


m 

(3) 


_ 


由富比尼引理， （1) 式的右端为 

J © J X J ® 

对于每一个若丈</(工)则若 £>/ u ) 则 x F ( x , i )= o . 
7 . 20, （4) 式的内积分为 

\ fU) fWdt — f ( f(xYh 
J 0 

由 （4) 式和 (5) 式我们可得到 U ) 式. 


<4) 

从而由定理 


(5) 

■ 
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S * 17 _忆一下， 着 则极大函数 M / 在弱 L 1 中（定理最平凡的估计 

II M / IU < I/IU ⑴ 

对所有的 /€ L ™( J ?*) 成立.马尔钦凯维奇的一个技巧性的构造使得我们可以修改两端而证明 
下丽的哈代-李特尔伍德定理（当 p ^ i 时不成立，见第7章习题 m , 

B, IS 定理若 且 /€1/( 把），则 M/ei/CR*). 

证明 因为 M /= M ( | / | ), 不失一般性，我们可以假设 />0. 定理 7.4 说明存在一个 
常数 A (仅仅依赖 f 维数 JI ) 使得 

> «} < y !1 ^ lli ⑴ 


对任何 geL s (记）成立 • 这里以及余下的证明中* 叫是指 i ?* 上的勒 M 格测度* 

选定一个常数 r ， 0 < C < 1 , 后面我们将详细说_以使一个上确界*小化.对每一个 26 ^ 
oo ), 将/分解成一个和式 

f — gi + ^,f ⑵ 


其中 


& ( x ) 


/( 文) 
0 


若 f ( x ) > c “ 
若 /( x ) < Cf , 


而对每一个有園此 MKcf 且 

Mf 十臟 t < M gi + ct . 

蒼对某一个 x 有 ( M /) Cr )>*， 则随之 可推出 

( Mg t Hx ) > <1 一 c ) i , 

令瓦二<5)式、 （1) 式和 （3) 式殖涵着 

A A 「 

< (1 _^ll A II ! = (1 ;^ £( 恤- 


(3) 


(4) 


(5) 


现在，我们设叉=尺、 = 利用定理 S . IS 来计算 

< Mfydm = p ^ m { Mf > t ^ d^fdm 

= i ~^ L ^ d , w jr f ^ adj = n -^ k *- 1) Jr * /Mwi ' 


Jf * 


(1 — c)(p — 1) 

这就证明了定理*但是，为了得到一个较好的常数，我们可以选取 f 使最后一个表达式最 /J 
化当二丄时取到最小值，其中 g 是 P 的共轭 指数.由这个 o 有 


P 


(1 + 忐 


且前逑的估计说明 

II M / IU < C p || /«” 

其中 C ^ iAepqV ^. 

注意， 当， 时， LV -1， 这满足公式 &1 K 1). 而当时， 
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习题 


圆 


1，找出 耙中的一个单 调类®的例子，使且对任意的 A 6 覿有但餌不是〃-代数. 

2. 假定/是 IT 1 上的勒鋼格可瀾的非负实函数，而 A (/> 是/的纵坐标集.这就是所有 （ x , 使 

o < y </( ■^的 点集， 

U > A (/) 在二维的意义 T 勒贝格可测，对吗？ 

( b ) 着的 N 答是肯定_, /在长 1 上的积分等干 A (/) 的测度吗？ 

( c > /的阐像是 R 2 的可测子集吗？ 

U ) 若 《 e ) 的问答是肯定的，这个图像的测度等于零吗？ 

3. 找出一个在开单位正方形内的正连续函数/的例子，它（关于 勒風格测度） 的积分是有限的，但对某个工6 
(0, 1 K 在定埋 S , S 的记号下的） fU ) 是无限的 * 

4. 极定 /€ L l ( R J ), ge ^ CJ ? 1 ). 

U ) 仿效定理 8. 14錄 ■明 去证明定义为的积分对儿乎所有的尤存在，并证明 

I ! / » g 11^ < U / Hi II IIL - 

( b ) 指 S 当，=1或在 ( a > 的不等 式+等号能够 成立. 并且找出使等号成立的条件 ■ 

( c ) 假定1<声0』，并且在“> 中等号成立，由此证明或是/=0&色或是 g 處 0 a . e . 

Cd ) 假定 1< 多 < oo , £>0» 证明存在 / eLUK 1 ) 和 使） 使得 

II / * ^ ! l ^ > O — e) II / IIl II g 1!^^ 

s s 慑财是所有的 w 上的复博雷尔測度的巴拿赫空间， m 的范数是 IImII = I 声 I ( 段对每一博雷尔集 
R \ 对应一个集 

E % ^ |< Xi 3»>^ I ^ G E ) C R 2 ^ 

着定文它们的卷积 A 为对每一个博宙尔集 EC 史，由 

C / i * A )( E ) = ( fiXk ) iE ^ 

所给定的集函数* // XA 同定义& 7 —样， 

U > 证明 /4* a €. M , 并且 1 U*A II < H /4 IUII . 

< b ) 证明 /i * A 是呻一的 u € M ， 使# 

|/ d-y — |J/{jc + y ) djM < x ) dACj ) 

对每一个 / eGO ? 1 ) 成立 • （所有积分展布在及 1 上 ■) 

( c ) 证明 M 中的卷积是交换的.结合的，并 M 关于加法是分配的 ■ 

< d ) 证明公式 

( fi * X )( E ) = |/f(£ — OdACi) 

对每一 个户和 A € M 和对每一个博谫尔集 E 成立 * 这里 

= {x — ft jc EK 

( e ) 若 户集中 在可数集上，就定叉/!是离飫的》若对每一个工€粑， ^<{^>^0, 就定义#是连续的；设 m 
是形上 的勒贝格测度（注意，证明若於和 A 都是离散的，则芦是离散的 * 若片是连续的且 
则 / i * A 是连续的，并且若戶《樹，則芦 * A 《肌 
出假定如 =/ dtn ， M - gdm , / eLKK 1 ) 和成 LHH 1 )， 证明 d(〆 = 

( g ) 性质 （ a ) 和 U ) 表明； 6 拿赫空间 M 就是人们所称的交换&拿 # 代教.证明 < e ) 和 （ f ) 蓮涵着 M 内所有的 
离散 ㈣ 度的集是 M 的一个子代数*连续测度构成 M 的一个理想；并且关于 in 绝对连续的 M 度构成财 
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齣一个理想*它（作为一个代数）_构予1^(茫）. 

Ch > 证明 M 具有单位元，即证明存在一个#€财，使得对所有成立， 

( i ) 在这# if 论中，仅用到 i? 1 的两 今件质 * 钯長一个交换（加法）群，存在一个 J ?_ 上的平移不变博雷尔漏 
度这个 测度不 恒等于0,并且它在狡 1 _所有紧子集上是有限的，证明若用狡 4 代昝 J ? 1 或用 T (单位 
闽周）或用 TMil 维环面，即 Jfe 个 T 的笛卡儿乘积)代替 M ，当适_地阐明定义之后，同 样的结 果也都 
成立. 

6 •《在 _的极坐标).设氐—是硭内的单位 球面. 卽所有到原点的距离是1的那些 的集. 1 E 明每一 
个除左尤=0，具有唯一的表达形式 i=rw f 这里 r 是一个 2E 实数且于是 P — {0} 爾以看 
做 W, oa)XS fc _ ，的笛卡 瓜积. 

设是，上的勒贝格 SI 度，在上定叉一个測度办若 ACS *— _旦 A 是博蜇尔集，设 A 是所有 
点㈣的集，这里 G<r<l 和《€轟,并且定义 

ffi-i < A ) = k * m k CA ). 

证明公式 

f4m k 。「 r t l d^| /(ni)dfli-. l («) 

对每—个圮上非负 S 雷尔函数/ 武立. 驗诞这 t 结果在&=2时和时与熟知的结果榻一致. 

提示：若❹ < ri < ~, 艮若 A 是 S >-, 的开子集，谩 E 是所有具有 n < r < r 3 , 的集. 验证公式对 

E 的特征函数成立，从而过 W 到把中_雷涑集的特征函教- 
7 . 假定 d 分，户）和 （ Y ， 蓮 w 有限测度空间，并旦餘定碘是少乂’ 上的测 度，使得 

i/KA X B ) = fiiAmB ) 

当八 e 黧和时成立.征明 # EX / iXA >( E ) 对每个矿 成立， 

B , U ) 殺定/是以 h 釣实 函数，使得每一个截口爻是博雷尔可测的和每一个教口尸是连续 _■ 证明/在 
只 4 上是博霄尔珂_的+注童这和例 19(0 之冋的对立- 
( b > 假定贫是妒上的实函数，它分綱对為个变量的每一个是连续更确切迪说，对❽， …， 心的每一 
个选择，映射 x *> 是连续 SI ， 等等，证明互是一个博雷尔函数 ■ 

提彔 * 若令 

f ^. y ) - ，針 ：：:卜 1 /(U). 

知 J ai — ai~i 洱 —a—i 

假定 E 長廯中的稠密集，丽/是及2上的实函数，使得 （ a > lt 每一个 x € E , / a 是勒 P1 格可 测齣， （W 对几 

乎厨有的 g€l ^， 尸是连续的.证明/在及 2 h 是勒贝絡可槲的， 

10. 假定/是 f Jt 齣实函数， 对每一个 ^ 是勒風格可测的，对每一个 > 尸是连续的 .假定 

jp W -* R l 是勒贝格可测的，且令 = 证明 A 在 K 1 上是勒厨格^测的 * 

提像习超 S —样定义/«,令 = y )， 班明 良是可测的并证明一 

11. 设讯是 f 的所有博雷尔集的 H 像证明乳 dX 亂.这是与定理 &• 14有关的结果 ■ 

12. 綱用亩比尼定瑳_关系式 

丄； fVw Lt>0> 

X Jo 


证明 




13 . 若#是一个代数觼上的复 测度， 证明对任意集畲甚€»»，存在子集為使得 
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_ I #( A ) |>丄 I #| (£>. 

TC 

提示 s 存在一个可测实函数丨使得如芦 I . 设 恚为使 cos (^^>>0 的£：的子集，证明 

Ee^e^ k /a( (A, >3— | €m+ W — a)d | 产 | ， 

嚴积分是关于 a 的（如同 引理& 3 —样）. 

举例说明 i 为这个不等式中的最佳黹数 《 
n 

14, 完成 Til 美于哈代不等式 的優明 （第3 章习® 14>:假设/在(0,上非负* /€!/, 1<户<如且 

FU ) =丄[ V ⑺獻 

X Ji 

ta ^ FU )- ([ / corr -^ f 其中 o <« r <+, 利用*尔徳不等式得到 f ( xK 的上界 ， a 通过积分将到 

( 文 ) dj ： < (1 - ， ) 卜， ( 一 —U r(tydt. 

找到^的最佳选择便得 

JT F#c ^ )dLx< ( p^TL /#Cl)d£ - 

15, 当时，令一 f ) = l — coal , 当 t 取其他实数时， f («>=0. 对一文<閃，定义 

/ 《工 ） =1 ， g(x) 溶 〆（■!)* ft(<r) = J" ^(f)dl；* 

证明卜列关于这些函败的卷积的陈述』 

(i > 对所有的 n ( f ^ g ) U )^ o . 

< | )在(0， 4 n ) ± r {g * < p ) ix }> 0 , 

(9 ) 当 / * (容 * A > 为一个芷常数时， </* 貧） * k = Q , 

但是，由富比尼定理（习題 5( e >) , 假定卷积是可结合的，那么到底错在哪里呢？ 

16, 证明下面和闵可夫斯基不等式类似的结论；对/ 

11 ^|/(a: ? jr)dACy) ^ d^tCjc) j ^ ^ dMyX 

rT 77] 俄定相应的条件成立(有关这一内容的更进一歩讨论可参看 [ & ] x 



第 9 章傳里叶变换 


形式上的性质 


良1定义本章我们将从以前的记号 til 发， 并用字母 rn 记 r 上的勒贝格测度被⑸ i 除的 
结杲，而不是疋上的勒贝格渕度.这个约定简化了一些结果的外貌，例如反演定理和 
Pknekrel 定理，因此，我们将用记号 

| = y=J /( 工） dx ， Cl) 

其中 da 是通常的勒贝格测度，并定义 

I ! / II , = | fU ) pdm ( x )} l/ ' C 2) 

(/ * g)(^) = f fix — y)g(^)dm(y) g .R 1 ) C3) 

一 J —OQ ~ 

和 

fit) = j fix)€~^dm(x) it 6 i? 1 )* ⑷ 

本章中 t 我们将用 1 /代替 L 气 fi 1 ), 而 C ； 将记记上所有在无穷远点为零的连续函数的空间 - 
如杲 /€ L l ，则积分 (4) 对每个实数！都是完全确定的_函数}'称为/的傅里叶史换，注 

意，术语《傅里叶变换”也用于把/映为 i ■的映射. 

在定理9_ 2中列出的形式上鋪性质是与 m 的平移不变性密切相关的，也与这样一个事实， 
即对每个实数 a , 映射是加法群 S 1 的特征标密切相关的，根据定义，如果对一切实数^ 
和 t ， 1 < p (0 I — 1 并且 

^3 l(s + |) — ^(<0 一 s ) ， （5) 

则函数 P 是応的特征标，换句话说， * 是加法群 R 1 到绝对值等于1的复数乘法群内的一个_ 
态映射.以后将会看到（定理良烈的证明中>， R ’ 的每个连续的特征标可由一个指数函数 

给出. 

9*2 定理设 /6 L 1 ， a 和 A 是实数 - 
( a ) 如果 g ( x )^/ a ) e ^ , « 

(w 如果 gCa ：)=/( i — 这），則 . 

(c) 如果 get 1 ， h 气卜 g ，II A(0=/O)gW- 

因此 f 傅 1 叶变换用特征标来乘化为平移，反之亦然，并把卷私化为義态相乘的积. 

( d ) 如果 f (— x ) ，則 

( e ) 如果 g U ) = / CrA ) 且 A >0 ， II i («)= A /( Af ), 

( f ) 如果 g ( j ^) 二 一 ix / (尤》且 iffeL 1 ，則/是可微的，且》（{) = 片（(）， 
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证明 ( a ), ( b ), ( d ) 和 （ el 由直接代人公式 9. 1(4》予以 证明. （ e ) 的证明是富比尼定理的 
一个应用（关 f 要求可测性的证明参看定理 7. 14> : 

h ( t }= [ diroCx ) \ fix — > f ) g (^)« im ( 3 ?) 

giy}tr ^ dircC ^ y ) J f(i — y)e dm ( x ) 

g ( y )^ dm ( y ) T fU)e ^ dm (^) 

J ，觸 

= git ) fit ), 

注意如何应用 m 的平移不变性. 

为证明 （ f ), 注意 

ft a 、 - f(.t) ___ J fix) ( j: — t) dm{ x^) (s 声 t) * Cl) 

这里 〆 x , «) = (€~^ -1)/#* _ 于财所有实数 I < pix , u ) \ ^ \ x }, 且当 ir ^ O 財 

9 ( X ， 把控制收敛定理用于 （1) 式，如果 S 趋向于“我们得到 

fit ) if jcfixy ^ dmix ). (2) 

氬3评注 B 

( a ) 由于控制收敛定理仅涉及函数的可数序列 * 在 上述证 明中，求助于控制收敛定理似乎 
是不含逻辑的.然而，对毎个收敛于^的序列 （〜}• 它却能帮助我们得到 

H m 2 lhlzzl ( ll — i 「 xfix ) e ^ AmU ), 

而这恰好是说， 

t-*t s — t 

我们还会遇到类似情况，当应用收敛定理于那_情况时将不再作更多的声明. 

( b ) 定理 9.2( b ) 表明 

[/(r + 窃》 —/( x)]/s 

的傅里叶变换是 



这一点暗示定理 9* 2( f ) 的类似情形在一定的条件下也应该成立 ， 即是谎，/的傅里叶变换是 

如果 /6 L 1 , f € L l , 而且/是/的不定积分的话，则此结果容易用分部积分得到 * 
我«把它以及与它有关的一些结果留作习题*傅里叶变换把微分法化为用 ㈡ 相乘这一事实 ， 使 
傅里叶变换在徵分方程的研究中成海一种有用的工具 * 



反演定理 

9# 4刚才我们看到，关于函数的某些运算同关于它们的傅里叶变換的运算是很好地对应 
着的.如果有一种方法可以从变换又得回函数，即是说，有一种反演公式_那么 * 当然将会提 
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髙这种对应的有用性和兴趣. 

我们通过与傅里叶级数相类比，来看这样一个公式会像什么 样子. 如果 

£ n = /(x)e - 撕 dr € Z ) ， (1) 

则反演公式是 

cso 

/( ar )= 乏气 （2) 

我们知道，如果在收敛的意义下， （2) 式成立.我们也知道，纵然/是连续 
的，但在点态收敛的意义下， （2) 式也不一定成立.现在设 /eLUT )， 用（1)给_，并设 


2丨“彳< 


令 


QO 

g(^y ^ ， 

— 

由于（3〉， （4) 中的级数一致收敛（因此， g 是连续的 ）* 并容易 算出容 的傅里叶系数 S 

J * gix )^ itx Ax = 士二 { 2 } e 〜尤 


(3) 


(4) 


2 霣, 


⑸ 




因此，/和 g 有相同的傅里叶系数.由此得 出 /^ fH ， 于是/的傅里叶级数收敛于 

/( 文 ） H 

在傅里叶变换的上下文里，类似的假设是 /ef 和而且我们可以希望，像 

fix) — [ /(£)e lte dm(l) ⑹ 

J =-!30 

这样_公式是正 确的. 确实，如果? （6) 式的右边含义是明确的;记它为〖但是，如 
果要像 1 R) 癉样来 论证，我们就会遇到实际上是毫无意义的积分 

r 严如， ⑺ 

醜，雜麵碰雛， EB/6L 1 ⑹式 （它歸_)紐祕腿顏-个更曲折 

的路程 

(应该提下，如果把在（一 oo) 上的_分理解为在（― A, A> 上的积分当 A—™ 时的极 

限的话，甚3当？时， C6) 式也珂以成立 • （类 個于一个不是绝对收敛的级数可以收敛一 

样 .） 然而，我们不打算探讨这个问题 *) 

9 5定理对上的任意函数/和每个3^及 ！ ，令 A 是/的平移 ， 定义为 

' /»/ d ) U € R 1 ⑴ 

如果 K 多 Oo 旦 /el/，M 缺射 


7 ，/y 


⑵ 
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是一个圮到 L p ( 況0内的一致连续映射. 

证明 固定 €> a 由于 / ei /， 存在连续函数心它的支集属于有界区间 [_ a , A ] f 使得 

II g !L < ^ 

《定 理; M 4). f 的一致连续性表明存在 $6(0, A >, 使得 U — 吋，有 

! g ( s ) — gW \ <c ( bA )~ 1/p €, 

如果 I s— t I <3, 便得到 

I g (工一 s) — g(x — I) Kda ： <C (3A> =1 £^(2A + 5) <C e # > 

J —P° 

于是 II 帛一 l ! P < e * 

注意 P -范数(关于 勒興格 测度)是平移不 变的； \\ fl = II / JI ,. 國此，当 hi 丨 <沒时， 

II /i — /# \\p^ II ft ^ g* II# + II g$ - g t It# + I! g { — ft II# 

s II ||^> + II g, — g t L + II ig =-/)* !L < 3 e* ■ 

这就完成了证明. 

9*6 定理如果则 >6 C ；， 且 

II f\U < il/ 111 - ⑴ 

证明由9_1(4),不等式 （1) 是显然的.如果匕―则 

I /(I,) -/(I) T | fix) I I e 〜一一 I d 讲 ( 文 ) . ( 2 ) 

J —» 

此被积函数是以 2 I / Cr ) II 为界的，并当？ ㈤ 时 * 对每个 I 都趋向于久根据控制收敛定理， 

于是 因此, ？是连续的. 

由于# = 一1， 9.1 ⑷给出 

/( 0 =- T f(xy^ Ui ^ /l} dm(x) 

J 一 DD 

，一 f /(: — «/t)e 七 dm{x}f 

J —» 

圈此 

2 f(0 = J {/(:)-/ ( 工 -y) }e =itt d 爾 (x) 

于是 

2 I fit) j< II f— A/, 111 ， 

根据定理 9, 5, 当卜-士00_趋向于 o , 

%7 一对辅助函数在反演定理的证明中，知道一个正的函数 H ， 使得它有正的傅里叶变 
换，而且这个变换的积分又易于计算，这将是便_的.在许多可能性当中，我们选择了与半平 
面内的调和函数的关系是有趣的那一种.（参看第1】章的石题 21.) 

令 

Hit ) = e ~ u, , ⑴ 

并定义 

h x ( x ) = r a > 0) # (2) 

J 


(3) 

(4) 

(5) 

鼸 
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经过简单计算，得出 


因此 


心（工） 


=7? 


A 


⑶ 


(4) 


■ 


⑴ 


KjOdbt ( 立 ）= L 

J 

也要注意到 t 并且当 A-H) 时 HGu)— 1 , 

9 * 8 命题如果 /GL 1 ， 則 

广 HCAlJ/We^dmCl). 

■J 一 iSsa 

证明这是傅里叶定理的一个简单应用 . 

(/ » h K ){^) — fi^c — y)dm{y) I H(M)e uy dm(t) 

J —w J — «> 

— [[ fix — y)^dm(y} 

- r H(jf)dw(f>r f(y)e atx - y} dmCy) 

J —W J —» 

- H(M) /(f)e ltt cf#4(i)* 

J —™ 

9 . 9 定理如果总 6 L 6 % 貧在点了连续，則 

lint ( 茗 * k k )ix) — gix). 
jw 

证明由于 9 *K 4 ), 有 

(g * h k )(x) — g{jc)= f [g(jc — y) — gix)lh }L (y)dm(y') 

J —po 

=j" [g(x - - ,Cr)]A 、 ( 子 )— ( 夕） 

— I [贫 （JT — AS ) 一 篡(怎） 

J —e® 

最后那个被积函数被 2 I glUMD 所控制，并且当对每个 s 按点收敛于 o. 因此，由控 

制收敛定理便得到 （ 1 ). ■ 

% li 定理如果 1 <#<^ 和 /eP ，則 

lim II / * 心 一 / || 产 = 0 ， ⑴ 

对于 夕 -a 和 p=2 的情形我们是有兴趣的，但是一般情形也不难诋明 * 

证明由于心 € L % g 是共轭于户的指数’对每个工，（/*~) (工） 的意义是明确(事 
实上，是连续的 〖参 看习题 8,) 因为 9. 7(4)，我们有 

(/* h A )( jc ) — /( x ) = | [/( 工 — y ) — /( 龙)]， 

而定理 3 * 3 给幽 

| (/OCr) -/(x) I ，<仁 I fix-y) 一 /Cr) \ fi h k {y)dm{ y y. 


( 2 ) 


C 3) 
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幸 


将 〈3) 式对工积分，并应用富比尼定理: 


ll/*^-/llj< \\fy-f\\ ^iy)dmiy). 

J —@3 

(4) 

如果 g(W= II 八一 /II 。根据定理 9*5, g 是有界和连续的， 

-0. 根据定理 9* 9, a 

此当 A—0 时， （ 4) 的右边趋向于 0, 

■: 

9. 11 反演定理如果 f€V 和 , 1 


g(x) — | (x 6 J?' 1 ) 1 

Cl) 

則 f 和 /<x) = ^(jr)a, e* 


证明由命题 9. 8 ， 


(/* ^Hjt) - [ H(M) 

J «CH3 

(2) 


(2) 式右边的被积函数以 I fit ) I为界，由于当 A—0 时， HCAl)=*l， 根据控制收敛定理， 
(2) 的右边对每个$£史收敛于 gU). 

如果综合定理9, 10和定理丄12，我们看出，存在序列 使得夂 —0* 且 

lim (/ * h x )( x ) = /《 1 )总， e . 

因此， / U )=^ U ) a _ e ,. 由定理9,6推出鬈€0^ 

% 12唯一性定理如果 /6 L S 并 1 对一切， t ^ R 1 , f ( t ) = 0 . Si /( x )^0 a . e . T 
证明由得由反演定理得 _ 结杲. 

Plancherel 定理 

由于圮的勒 M 格澜度是无限的， P 不是 I 1 的子集，因此，根据公式仏1(4>，傅里叶費 
换的定义对每个 /eu 不是寬接可以应用但如果就能应用定义并得出 
L t m 事实上，把由 unu 到 p w 鎗这个等距映射扩充为^到^上的 等距， 
11^且此扩充对每个 /& l 2 都定义了傅里叶变换（有时称为 piandierel 变换》.事实上，所得出的 

L 2 理论比 L 1 的情形更具有对 称性. 在 G 中，/和/确实处于相同的地位_ 

9*13 定理 对每个 /6 I / 都能对座一个 函數文 使得下述性质成立： 

( a ) 如果 / euru 8 , 則》 是/的前面定叉过的傅里叶变換 * 

( b ) 对每令 /GLS li / U 2= II / S ^ 

( C ) 映射产*^ 是一个 u 到 1/ 上的希尔伯特空间的同构 * 

( d ) 在/和/之间存在下述对称关系：如果 

rA f A ^ 

^p A (t) — j ( 戈） 和 ^Cx) = J A , 

则当 ►⑽时 ， II ◦和 II 心一 / II * ^ 0 - 

注由于 L 1 ( If ， 在 L 2 中是稠密的，性质 < a ) 和 （ b > 唯一决定了晚射"上称性 
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质 （ d) 为反演定理 . 

证明我们的首要目标是建立关系 

II / 1 . - II / II, (/ e V n^). 

固定 / eunL 2 , 令加井定义 g =/*?， 则 

g{^)^ f fix - y) f(— y)dmiy) 

J ~i30 - 

=f f(jc + y) fiy)dm(y} * 

J 一 bo 


⑴ 


( 2 ) 


(4) 


(5) 


limp Hto ) gU ) dm (0 

A 蜂 0 J —» 


或者 

jfCx ) = ( yi - j -» f ) t (3) 

这里的内积是在希尔偏特空间 P 内取的，像在定理 9* 5 样， / m 表示/的平移.根据该定 
理，是 K 1 到1/内的一个连续映射，因此 t 由内积的连续性（定理 4.6) 得出 g 是一个连 
续函数，施瓦茨不等式表明 

I g ( 尤 ） 1 < II /-』 II / lit ~ II / II i ， 

于是 g 是有界的* 且由于 / CP 和？ EL , 也就有 g € J ^. 

由于 gGL 1 , 可以应用命题 9- 8: 

( g * A A )(0) = f 

J *oo 

由于 g 是连续和有界的*定理 9. 9表明 

lirnC^r * Ii a MO > = g (0) — II / II L 

JL 邊 0 

定理 12( d ) 表明 I >1 2 >0，由干当 a #0 时 HGU ) 递增到1，单调收敛定理给出 

| 1 fit } \ 2 Amit ). ⑺ 

于是 （5), (6) 和 （7) 表明_(】）成立， 

这曾经是证明的难点. 

设 y 为断有 /ei 1 nP 的傅里叶 变换} '銜构成的空间，由（1)式》 yciA 我们断言 y 在 
中稠密， gJJ y-L = |0}* 

对任意实数 a 和;1>0,函数在 L 1 (1 L £ 中.傅里叶变换 

k A { a — t) = [ e^H(A^)e ^ dmix) 

J —ess 

在 Y 中.若 w ^： L 2 * U /6 F 1 * 则对 BI 有的 a 有 

( h k * w ) i &) = J ^ = 0. 

因此由定理 9. 10* 从而 F 在 L 3 中稠密， 

计我们对 / 给出一 f 临时记号少/，从我们所怔明的来看，少是从 L£ 的一个稠密子空间到 
另 一个騎子空__. 具体腿 ， 錄 Lmray 的關，料___明 （和引 

理 4. 16比较）说明了巾可扩充到 L £ 到的同构多.我们记>为态则得到了 U ) 和 （ b )- 
和定理4,18的证明一样 * 由 （ b ) 可推出 ( e ). 怜塞瓦尔公式 


(6) 圓 


( 8 ) 


(9> 
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/(x) g(jc)dm(x) fit} g(tydmit) CIO) 

J —DO 

对所有的 feL\ get 2 成立 . 

要证明 （ d) ， 设 h 为 [—a, a] 上的特征函数，从而若有且 

9 a = (k A /y. oi) 

S 为当 A^oo 时， I! f~k A f L—0, 从而由 （ b) 可得当 A -^^ 时， 

II f—^A II 2 = II (f— k A f) IL 4 Q. (12> 

(d) 捕另 一半的 证明方 法是一 样的 * ■ 


『画 


9 , 14定理 如果 f € L 2 和则 

^ f di ? i { l ) a - e . 

J _娜 

懂明这是定理良 13( d ) 的一个推论 * ■ 

9.15 评注如果 /6 L 1 ， 对每个 f , 公式 &. 1(4) 明确地定义如果 / € L 2 , 
Plancherel 定理唯一地确定/作为希尔伯特空间 L 2 的元素，但作 为点函 数的} Xi ) 仅仅是几乎处 

处被确定.这是職 P 中傅黾叶变换理论之间的重要不同之处，作为点函数， } xo 的不确定 
性将给我们正要讨论的问题带来一些困难， 

9. 16 JL 3 的平移不变子空间 L 2 _子空_ M 称为 平移不变的. 如果对每个实数 a ，/6 M 
蕴涵着 A € M ， 画/«^/(工 一 n ). 在我们研究傅里叶变换的时候，平移早已起着重要的作用. 
现在我们提 ® —个_题，它的解决将提供一个如何应用 Planeherei 定理的实例.（在第19章中 

将_现其他的应用. ） 此问麵是： 

描述 P 的闭乎移不变子空阔 * 

令 M 是 L 4 的闭平移不变子空间，府是 M 在傅里时变换下的像 ■则 泣是闭的 （ W 为傅里 

叶变换是等距如果尤是/ 前…个 平移， 九的 傅里叶变换是/匕，这里 N 在定 
理 9. 2中 ， M f € V , 我们证明过这一点；如同在定理9, 13( d ) 中所看到的一样.此结果扩充 
到了 I /.由此得到，对一切 trGi ? 1 ， Af 用匕来 乘是不变的. 

搋£是尺■中任一个可测集，如果 M 是一切 f GL 2 的集，而 f 在 E 上几乎处处为零，_ 
it ! 确实是 L 2 的一个子空间，它用鲕 有的匕 来乘是不变的（注意 ： I C I =1，因此，如果 
L \ 则费 # 60*而汾还是 闭集. 证 明:当 且仅当 f 与每个正交，而#在芯的余集上 

几乎处处为零时，炉€财_ 

设 M 为在傅里叶变换的作用下偷的逆象，则 M 是一个具有所要性质的空间. 

现在，我们可以猜到，每一个我们所要求的空间 M 都可以从集通过这种方式得出. 
要证明这一点，我们就得证明，对每个闭的平移不变的对应一个集使得当且 

仅当在 f ： 上几 乎她处时 /€ M , 从 M 构造 E 的明显方法是对每个 /£ M 联系着一个 

由使？ (04 的所有細成集 E /* 并定义 E 为这些集 E / 的交.这个明里的方 法带来 了严重 
的困难 ：每个 E / 只能确定到相差…个测度为零 的集. 如果{或}是可数集族，每个為确定到相 
差 一个测 度为零的集则门人也确定到相差_个测度为零的集，但是存在有不可数个 / eAi ， 这 
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样在 (1 E / 上我们就会失去一切控制. 

如果考虑我们的函数是作为希尔俄特空闻 P 的元素，爾本来就不是作为点函数的话，这 
些困难就完全不会产生. 

现在我们将证明这个猜想.令府是_平移不变子空间 MCL 2 在傅里叶变换作用下的象 * 

设 p 是 L 3 到府上的正交投影（定理也 11): 对每个 /6 P 对应唯一的 p / e 府，使得 /— p / 正 ra 


交于 M , 因此 

/一 P / 丄作 （/和 g € 

并由于 iCf 对用％相乘是不变的，故有 

/- P / 丄 Ci^K C /； g € ^ ^ ^ 记>. 

如果我们回 t 乙起在 U 中内积是細何定义的，我们就会看到 （ 2) 式等价于 

[(/— F /) • Pg * €-. A dm = 0 (/?g C ^ 2 

ij ■~oft 

迭就说明 

if- pn ， p g 

的傅里叶变换是 0. 函数 U ) 是两个 L 2 - 園数的乘积，因此属于现在，傅里叶变换的唯一 
性定理表明函数(4》几乎处处为零，如果用 Pff 代替 F 廬也是真实的‘因此 

f • Pg 上 iff) * (Pg) if.g € L 2 ). 

交换 / ftg 的位置，由 《) 得到 

f * Pg g m (/# € n 

现设 g 是 p 内的一个固定齣正函数；侧®，令，定义 

9it ) git) 4 

( PirMO 仅可能儿乎她錄被确定；选取任一 1"在(7)中决定 W …于是 （6) 变为 

Pf = f* f (/ € )■ 

如果/€财，则 P /=/. 这就是说， P 2 s = P 并由此 得到 〆 =，， ® 为 

♦ • g ~ Pg ^ P 2 g = Pg ^ f m g* 

_ 于 〆 我们几乎处处有免=0或1，如果我们令£是使得的一切《的集，國为当 
且仅当 * /时， / eitf ， 故俞确实由郎些在 e 上几乎处处为零的/色丄 2 所组成. 

因此，我们的问题得到了下述的解答- 

9,17定理每个可測集 ECR 1 都对扈于一个由所有在 E X 使卜 h 的 / eP 组成的 
空间 M e , 则 M e 是 I 2 的_平移不变子空 P 的每个闹乎移不变子空间是某个 £ 的^^，而 
且 M ，4 二 Mb 当且仅当 

m((A — B ) U (B — A )) ^ 0, 

唯一 性的優 明是容易的；我们把它留给读者来完成， 

自然，在其他函数空_也可能提出上述 问题. ft 阒题在 U 中 B 较详細地研 究过. 已知的 
结果表明，这一场合要比 G 的场合复杂得难以想象. 


⑴ 


C2) 


( 3 ) 


( 4 ) 


( 5 ) 


⑹ 


⑺ 


( 8 ) 


( 9 ) 


圆 


巴拿 赫代数 L 1 

9, 18定义撒 A 是一个已拿赫空间，如果 A 中定义了一种乘法，并满足不等式 
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II II < !l ^ II II y II O 和， e A> t ⑴ 

结合律: c (3^ r ) = ( j ：3?) i :， 分配律 

+ ^) ~ ^ ,(^ f z)x = jir + ^ (x^y^z g A) C2) 

和关系 

(ax)y ™ x(&y) = aixy) ^ (3) 

其中 o 是任意标暈，则称 A 为匕拿赫代數 + 

% 19 例子 

( a ) 令 A = C ( X )* X 是紧篆斯多夫空间，賦以上确界范数，并赋以函数的通常的点态乘 
法 s (/ lf ) Or ) = / U ) Wx >. 这是一个交换的巴拿赫代数有单位元（常量函数 1)* 

( b ) Q (圮）是一个交换巴拿赫代数，但没有单位元，即不存在元素#使得对所有 /e 
<^(记）有4=， 

Cc ) J ?* (或任一个巴章赫 空阔》 上所有线性算子的集，如果其算子的范数如定义5,3 —样， 

并由 

(A + B)(x) - Ar + Hz *(AB)j ： = A(Br) 

定义算子阔_加法和乘法，则此算子集是一个带有单位元酌非交换巴拿赫代数（除非廉 
( d ) 如果用卷积定义乘法，则厂是巴拿赫空闻；由于 

1 f * g Hi ^ II f Hi II g Hi* 

[1901 所以满足范数不等式，可以直接证明结合律（寓比尼定理的一个应用），但我们也可以处理 
如下： 

因为 /* g 的傅里叶变换是：/丽已知映射 /—> 是一一的*对每个斤只 1 ，根据复数 
的结#律有 

由此得到 

* ( jg ■餐九 )= (jf # 容》#■鳧 * 

用同样的方法，立即会得到容易看到定义 9. 18中剰 T 的要求在 L 1 中也是成立的. 
因此1/是一个交換的巴拿赫代数.傅里叶变换是一个 I 1 到 G 内的代数同构 * 因此，没 

有 / d 1 使得所以 U 没有单位元 * 

9. 20复同态巴拿赫代数上最重要的复函数是 ▲ 到复数域内的同态 * 确切地说是存在保 
持乘法的线性泛函，即是说，此函数9对所有的 IA 和一切标量 or ， 卢，有 

+/ iy ) =呷<尤）十~<5)，一巧》= 

请注意，在这个定义中并没有提出有界性的假设 • 有趣的是这种假设是多余的. 

9.21 定理如果史是6拿舫代数 A 上的复同态，則作为线性泛函， f 的范数至多是1， 
证明为了得出矛盾，假设对某个工。€必 ， I I > IU 。 IU 令一為： K 工气上， 

则 <1 丽 

由于1卜"||<||文||"和1|:11<1，则元素 


( 1 ) 
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是 A 的一个柯西序列 # 因 A 作为巴拿赫空间是完备的，故存在 y€ A ， 使得 II I 1 #0, 并 
容易看出 = ，于是 

^ H - ^ ^ 工3^ (2) 

因此， f ?( x )+ jp ( y )= f (^)^(^) t 然丽 * 当 f < JT )= l 时，这是不可能的. ■ 

A 22 1 1 的*同态设@是 L 1 的复同态，即 p 是保持下述关系的线性泛函（根据定理 
良£1,其范数至多蕞1): 

f(f ^g) - f(f)fig) (/ 和餐 € L 1 ), ( 1 ) 

根据定理 6. 16,存在使得 

f(f) - r </€ L 1 ), ( 2 ) 

j — oo 

现在我们利用关系 （1), 来看一看对于 P 我们还能说些什么，一方爾， 

^(/ ^ g) = I {/ * g) (x)j9(j ： )dm(x)= J ^(jr)dOT(jc)J fix — y)g(y)dm(yy 

= [g(y)dm(^) f y (ar)^C^)dnt(x) 

^ j g 【 y )( p ( f ，、 dm ( y )‘ (3> 

另一方面， 

f ( f ) q >( g ) — f (/)| ^ g ( y )^( y ) dm ( y ). (4) 

设少不恒等于零，固定 /€!/ 使得 〆 /) 竽 ()• 由于对每个 g € L a ’（3) 的最后一个积分都 
等于 ( 4 ) 的右边.因此，定理 6* 16的唯一性表明对几乎所有的: V ，有 

< P(J 寧 y ) = 〆 /，)• ( 5) 

但是，是 K 1 刹 L 1 内 W 连续映射(定理 15) 和在 U 上 p 是连续的.園此 （5) 的右边 
是，的连续函数，并旦可以假设#是连续的[如果需要，可以在测度为零的集上改变第 W 而不 
影响<2>1 :! 01果我们用工+7代替 P 然后在⑸中用 /* 代替/，得到 

fi/ypix + ^ 「 f ((/*>^) 

于是 

p(x y ) = ^<^)^(3?) ( J ： 和: yCJ ? 1 》， ⑹ 

由于 # 不恒等于 0, 则由 （6) 得到/?(0) = 1，丽 J 3 的连续性表明，存在遂>0使得 


a ) 


(7) II 92 I 


c/3C^)^ £j3(^)|3<x)d^ - J^^C：y + 工)办 （8) 

= I ^{ y ) dy . 

自于0连续，最后一个积分是 z 的可微函数》于是(幻表明月是可微的.对于 J 微分（《，然后 
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令结果有 

p ' ix ) = Apix )^ A — (9) 

因此，存 ( x ) e _〜 的导数是 0* 并由于與0) = 1，得到 

pix ) - e ^, (10) 

但芦在圯上有界，因此 A# 定是纯虚数，并得出维论！存在吒 K 1 , 使得 

e —' (11) 

这样我们就得出傅里叶变换. 

9-23 定理 L 1 上的每个复同态 f (除史=0外），都对应有唯一 的旧及 \使得 〆 /)=片以 
上面已证明了 f 的存在性.唯一性可由观察得出 ：如果 则存在 /6 L l 使得} 

/( s ), 把 / U ) 当作的一个适当的平移. 


习题 


L 设 /6 L 1 ， / >0. 证明对每个 | f ( y ) I </<0). 

2. 计算_个区间的特征函数的傅里叶 变换. 对 w = 2, 3，…， 令勸是 [一 w ft ] 的特®函数 ， h 

[_1, lj 的特証函数， 并明 确地计 (图®是逐段线性的 证明心 • & 是函数八/的傅里叶变 
換；除一个常数因子外， 

…、 sinjcsidiU ' 
fm ( x ) = — p ~ -■ 

证明 ll / Jli — 00 , 并得到：映射把 P 映到 G 的一个真子集内，而这+映射的值域在 G 中是網密的. 

3, 求极限 

limp 心座# 咖 （一》<忑<™)， 

其申 A 是一个正常数， 

也 给 Ml —个 /€ P 的例子，使得 / tfL 1 但>€1/. 逾在# 么情况下才会发生？ 


i 如果 /€U 和丨1 tfit ) | tlm («)< oo , 证明/几乎处皴圃一个可微函数一致，而此函数的导数是 

iT tf ( t }€ m dmXO . 

J 一的 

6 设 / JI 乎处处可徽， R /€ L S , !由此能得出/的傅里叶变換就是 

7 , 令 S 是 R 3 中具有 F 述性质的所有函数/_类：/是无限次可黻的，并且对饥和《 = 0 ， I ■■■* 存在数 


A _ (/)<«* 使得 

| x 9 D m fix > l < A ™(/) U 6及 1 ) _ 

D 是通常的徽分算子. 

证明傅里叶变换把 S 映到 S 上， 

找出 S 的元素的例子， 

S. 如果 p 和 g 是共轭指数，/€!/» ge r 而 k 霉 f * & 班明 / f 是一致连续的.如果连有10<°°，则 
a f 说明对某些 g € > 这是不对的 * 


9-设 Kp < oo t /€P 和 


^•1 

g (^) = f ( i ) d $, 

J ^ 
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证 如果 f € L ' 关于 g 能有些什么结果？ 

10,令是 i ? 1 上一切无限次可微复函数的类， CT 是*一切支集是紧的所组成+ «_ cr 不能单独由 
0组成. 

令 Ujft —切局部地厲于 L 1 的/的类；即 / eu ^ 如果/是可测的 t a 对每个有界区闻 j ， 1,|/| 

如果 / eii 和硿 € C % mm 

证明存在 cr 中的序列 { gj ， 当《-^^时，对每十 / eu 有 

«/* 歙一 /II] -o* 

(与定理 9. 10比较 ，） 证明也可以这样选取，使得对每个 /€ LL 几乎处处有 （/* gd ( i >—/《 di 事实 
上，对适当的（私}，在每一个使/等于它的不定积分飾导数的点工都能保证收敛. 

证明如果 /€ P , 当 A — 0_，纵然4没有紧的支集定叉在9, 7节），还是几乎处处有 （/* 亀 
fM t 而且 


11. 求关于/和 j '共同具有或单独具有的条件，以保证 T 述形式论证的疵确性 S 如果 


f (.£) 


f 广 

dnJ 一《 


和 

Fix) = 2 + 

A a ■: — « 

则 FU ) 是周期函数.周期为知， F 的第 n 个傅里叶系数是 〆 n >， 因此特别地， 

osm 

y ] /(2 in ) = 2 9( n 、- 

If *— 00 

更一般地，如果 u >0, 0>0, 礦 =2 is ， 有 

2 f (啡 =«2 f (嫩》 • （ * > US ) 

矗滕 = 00 rt ■篇一娜 

当^— o 时，等式 （*) 右边的极限有什么 可说的《当然 是对函 数）？ 这与反演定理是一致的吗？ 

((*) 是著名的泊松求和公式 .） 

12. 在习甩 〗1 中取 /( JT)=f Ul 并导出恒等式 

e ** + 1 _ 1 ◊ a _ 

T 

13, 如条 0 < c < oo ， 定义 / t U 〕 二 exp ( — d E )， 

( a ) 计算 > r . 提 &如果 $@上，由分部税分得到 

2— ’⑴ + if (0 — 0* 

a > 证_存在一个 (旦 仅一个 使得义 = /^ 

( c ) 诞明 / a * / nA !用 s 和办的显式表示 y 和 c 

( d > 在 p 题 11 中，取/=/〃其结杲是什么样—个恒等式？ 

14-对 / eror )， 傅里叶变换能用 

/(^> = diw*(x) (y € i? 4 > 

来定义 _ 这里的： * * 如果 j ：=(6 ，…，&)，： y — fi ， "、 >)- _是尺 * 上的勒贝格滴度，为 

了方便将它除以 证明反演定理和本文中的 Handieird 定理’以及与定理 h 23类似的命趣 L 

15.如畢 f € V (^ y f A 是 J ?* 上的线性算子#且 = / (知） * g 与义有 何联系 9 如果/是旋转不变的，即 
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是说.如果 / U ) 仅依赖于从原点到^的欧氏距离，证明这对}^同样是对的. 
16 . @上函数/的拉普拉斯算子是 


这里假设偏导数是存在的.如果 g = 满足一 切必要的可积条件，则>和^之_有什么关系？拉普拉 

斯算子國平移是可交换的.证明它同旋转也是可交换的，即当/有连续二阶导数， A 是的一个旋转 
时，有 

4(/- A) - (4f> ^ A* 

(说明在/有紧支集的附加条件 T 证明此点就足够了 .） 

1?. 证明硭的每个勒贝格可测特征标是连 续的.对舻 同样钲 明之， C 改写定理的部分址明 .） 國召翅18 


18. <_ M * 斯多夫最大定理）证明存在实数集鋩上的不连续函数/，使得对所有的^ 3€貧，有 

/Cx+ y} ^ /“>+/(，). ⑴ 

证明：若 a ) 成立且/是勒贝格可测的*则/是连续的. 

证明 s 着(1) 成立旦 /的图像在平面内不稹密1则/是连续的- 
找嫩所 有满足 n ) 酌连续函数 /- 

19. 设 A ， b 为 r 1 上的可拥子集， 量均 具有子测度，此明卷积是连续的，旦不恒等子0,并用此证明 
A + jB 包含一个区间. 

_ (我们在第7聿习题5中提示了一个不同的证明方法 .） 
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复微分 


我们现在来研究定义在复平面的子集内的复 函数. 为了方便起见，本书以后将采用一養标 
准符号. 


定义 若且 a 为一复数， 

D(Gf r) = {zi I z — a \<i r} ( 1 ) 

是中 心在〜 半径为 r 的开圆盘 . BOai r ) 是 r ) 酌闭包，且 

D r (a^ r) — ( 2： s 0 <| z — a 丨 < r} ( 2 ) 

是中心在〜半径为 r 的去心圆盘. 

拓扑空间 X 内_集迟称为 不连通的. 如果 E 是两个非空集 A 及 B 的并，且 

3 n J3 - 0 - A n B. (3) 

若 A 和 B 如上述，且 V 和 W 分别为 I ■及 B 的余集，便有 ACW 和 BCF ， 園此 

ECY U W,E f | F 浐 0，£ pi 评乒 0 ,E 门 V fl 识= 0. <4) 

相反*如果开集 V 和 W 存在，使 (4) 成立*取 A = En 研， B ^ EHV * 容易看出 E 是不连 
通的. 

_果£:是闭的且不连通，则 （3) 表明£是两今不相交的非空闭集的并 f 因若 IcrAUB 且 

Af | B — 0, 1| A = A . 

如果£是开的且不達通，则 （ O 表明 E 是两个不相交的_空开集 • 即 EHV 及 


的并 ■ 

每一个由单独的一点组成的集明显是连通的.若包含 I 的 E 的连通子集的集族牵7 
因此 非空. 容易看出屯的所有元素的并是连通的，并且它是 E 的一个最大连通子集 ■ 这些集 
称为 E 的分 t . 因此何两个分支是不相交的.并且 E 是它的分支的并. 

区域是指复平面的一个_空達通开子集.因为在这平面内每一个并集 D 都是圆盘的并， 
又因为浙有圆盘是连通的，故的每个分支都是开集.这样，每个平丽开集都是不相交区域 
的并. 从现在起，宇母 D 将表示一个平面开集. 

10.2 定义 假设/为定义在/3内的复 函数. 如果且 


lim 


/( z )-/< Zq ) 


( 1 ) 


A 


存在，我们记这极限为 /( 戮），并称它为/蠡^的导教.如果对每一个 A €11, /(為）都存 
在，我们就称/在内是全纯的（或解析的） * 街有在0内全纯的函数类将记为 
很明若对每个 t >0, 对应有#>0，使得对所有$6以 U 0 f 幻，有 

/(:) — / (吻 j —/ ⑹ 


% 


< 


⑵ 


则 / U 6 ) 存在.这样 * /(%>是作为复数的商的极限而得出的一个复数+注意/是 D 到只 2 内 
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的映射，并且定义 7 . 22 将这样的映射对座于另一类型的导数，即纪上的一个线性算子,在现 
在的情况下，若 (2) 满足 t 这个线性算子就是乘以/(々）（把及 2 看做复数域），我们留下它给读 
者验证. 

10.3 评注如果 /6 HC 0) 和 jfeH ( D ), 则虛用通常的微分法则，也有/+貧€11(0)和 
fg € H ( m , 因此只《>是一个环. 

更有趣的是全纯函数的脣加仍是全纯函数：若 /€ H ( i2 >, f ( n )〔 a * g € H ( ai ). 
g * /, p ] A € H (0) t 并且 〆 可由链式法則诗算 

k \ zo ) - g (/ c ^ )>/(%) u 0 e m a ) 

为 ffi 明这一点，固定如#令取则 

f ( z ) — /(^ a ) = [/( 怎。）+拿（怎 >]( 怎—怎 0 ) ， （2) 

g'('lil') ^ g '( Wft ) — （购） + 亨(切》](加 一 Wo ) ， （ 3) 

这里当;為时， #(^)-^0. 且当瑪时- 0. 令1^ = /($)，并把 （2) 代人 （3); 若 

3： y^-Zo ♦ 

kU)-hdz a ) = [/(/( %) ) +f (/(^))][/(^) ⑴ 

Z — 

/的可微性保证/ 在％ 连续 * 因此 （1) 由<4)得出 * 

10. 4俩子对 rtU - 2 t … ， f 在整个平面全纯，并且= 的每一 个多项式也在整个平 
面全隱.容易直接验3 在 / t : 全纯.因此，在链式法则中取贫 （ w ) 二 1/ w ， 我们看 

到，如果 / a 及均在 rf ㈤ ）中，丽且 a 为 II 的开子集，在瓜内无零点，则 

fi/fi e Hca ). 

在整个平面全纯齡函数（達 辨函数 称为整函数）的另外一个例子是在引言中定义的指数函 
数，事实上，我们在那里看到在定义 m 的意义下， ap 是处处可微的，并旦对每个复数=， 

e 3 cp '{^) = expCa :)* 

10, 5 幕级数 对幕级 数的理论我们仅假定下面这一点是 S 知的.就是对每一个幕级数 

— a) fl ⑴ 

对应有一个数只€[0, °°]?使得对每一^个此级数在 Df ®; r ) 内绝对一致收敛，而当之磋 
DUfR ) 时，这个级数发散.这个“收敛半径”沢可由根式判别法 给出： 

i = lini sup 丨 Ci 1 1/a . ( 2 ) 

如果对每个圆盘 D(ai r ) CD , 对应有一个级数 （1)， 这级数对所有怎 6 IK 级 i r ) 均收敛于 

f { z ) ,我们称在13内定义的函数/在幻内可表示为幂级教. — 

1翁.6定理如果/在17内可表 晕为幂 级數，則 / eH ( n )， 而且/在内也可表示为幕 

级教- 事实上，若对 z € DGnr >， 

輪 

/< z > = — a)S 

fl * 0 


則对这些 r 我们同时有 


«) 
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/ U ) = 2瓜 〆 ： — ⑺圓 

ij-i 

证明若级数（1 >在 DU ; B 内收敛，则根式判别法表明，级数 （2) 也在 D( ai 内收敛 - 

不失一般性，取 u =0, 记级数 (2) 的和为 j ? U ). 固定 weCKiii r )， 并选取广使 I 如丨 < f < r . 

若怎#如，我们有 


f(z) — f(w) 

Z -- w 


g (一 = 2 j : 

n~-l L 


w 


w 



方括号内_表达式当《—1时为 h 当》>2时为 


(3) 


U — w ) 2細 w — 1 ■ ⑷ 

*■1 

如果 | z | < p ， 和式 (4) 的绝对值便小于 

， (5) 

于是 

» —z —tt,l |>” C B Ip 乂 ⑹ 

Z — W \ ㈡ 

因为 / K >, 后面的级数收敛*所以 （6) 式左边当^时趋于零.这说明/并且 

完成了证明_ " 

推论因为/同样满足/的假设条件，该定理能应用于/.这就得出/具有所有阶的导 

数 每个 导数在 43 内均 可表示 淹幂级教，并且若 （1》 成立 * 則 


尸*》（：》= n ( fi 1)•** (n — k h — ' a ) * 


⑺ 


由 （1) 推出 


k \ c h — f iy ia ) (* = 0,1，2,…）， 


⑻ 


因此，对每个 ae /2， 有唯一的序列 k rt } 使 （1) 成立* 

我们 现在叙 述一个 构造可表示为幂级数的函数的方法 • 它 的特殊情形在下一步中是重 

要的 

I ❹ •？ 定理 假设户为可測空间 X 上复（有限> 蜊度， f 为 x 上复可蜊函數，为在平面上 
与 pCX ) 不相交的一个开集，且 


/U) 


「 如 (£) 

jjf 一定 


(盂 e n ) ， 


s ( i ) 


則 / 在内可表#为幂级數- 

证明 假设 JXai r ) C ： fl * 由于对每个怎 €EKa; r) 及每个氏乂， 

% —— a 
沪 (f) — 




< 


(2) 


圆 


成立，故几何级数 
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E 


( z - a) M 


C 3) 


~ 史 （ p — 怎 

对每个固定的 r > 在叉上_致收敛.因此级数 (3) 可代入 （1), 且/( I )可通过交换求和 
及积分的次序乘计算. 这样， 便得出 


此处 


f(z) — — a} 

d ^ i ( r ) 

if { 0 - a )^ 1 




U 6 D(m r )) ， 

(n — 0*l f U, 


(4) 

( 5 ) 

■ 


注级数 （ 4 ) 在 D(ai r ) 内的收敛性是这个证明的一个推论，我们也可以#( 5 )推出这 
个结论，因为 （ 5 ) 表明 

U l < ^ L ^ X) <玲= 0山2,…). 


⑹ 


沿路径的积分 

在这—章中，我们的首耍目标是定理 10 . 6 的逆 定理： 每个 / 6 HX &) 在 D 内可表示为幂级 
數，最快的途径是通过柯西定理.它导出一个重要的全纯函数积分表途式，在这节里，将展示 
所需要的积分理论.我 fn 尽可能使它简单，并且仅仅把它看做研究全纯函数性质的一个有用 
工具 * 

10.8 定义如果 X 是一个拓扑空间. JC 中的一条曲线是指紧区间幻 C 纪到 X 内的 
连续映射 y ; 这里我们称 [ a ，/?] 为参教区躪，且记 y 的值域为 7' 就是说，^是- 

个映射，而 r •则是所有点的集，其中 

若 y 的始点 7 ( a ) 和它的终点 7 <妒重合，我们称 7 为闭曲线， 

路径是指平面内一条逐段连续可微的曲线_更明白地说，一条具有参数区间抝的路径 
就是 /?] 上的一个满足下列条件的连续复函数 h 存在有限个点〜，使得《 = %<>,<，，•< 
Sm ^ p f 且 y 限制在每个区间 S .,] 时，在[、，， A ] t 有连续导数，而7在点 H 

的左、右导数可以不同， 

ffl 路径是一条闭曲线，它同_也是一条路径， 

现假设 r 是一条路径，/为 y * 上的连续函数，/沿 y 的积分定义为在’的参数既间[心 
上 的积分 

| /(ar)ds JVcyCf))/(t)dl, ⑴ 

设穿为区_[奶，羼]到 J 0] 上的连续可微一一映射，使得 〆 ^> = 0, ^谇）=心并令 
m . 则 y , 是具有参数区间 U , A ] 的路径，/沿 h 的积分为 

「 L /( rAtn/iOydt 

J a l 
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= J /(y(s) )/(s)ds* 

于是我们“改变参变量”并不改变该 积分： 

f(z)dz — | f(z)dz, (2) 

当 （2) 对一对路径 r 及^ (且对所有 /) 成立时*我们认为 y 和 h 是等价的. 

可以用等价的路径代替一条路径，也就是说，可以按我们的愿望选择参数区间，这一点对 
我们是会方便的.例如，如果乃的终点重合于 h 的起点，我们就吋以设置它们的参数区_， 
使得 h 及联成一条路径对每个在 7*= rrU 於上的连续函数/，具有性质 

[ / ^ f /+ f /* ⑶ 

J y J rj J r a 

假设 [0，1] 是路径 y 的参数区间 ， B 0<^< L 我们 称乃为 y : 的反向路 

径. 理由是，对任何 yr •上连续的函數/，我们有 

I* /( 

=—I /(y( 1 -O) 〆 、 i 一 £)d/ 


于是 



由 （ l ) 我 in 得到不等式 

I /u)<kr|< ii /m|] i 〆 “)1 -， 

这里 ii f\um 1 / i 在 y 上的最大値，并且(5)式后面的积分(由定义）是 y 的长度. 

10 * 9 特殊情形 

( a ) 如果 a 是一 I 复数且 y >0, 则由 

y(t) = d + re® (0 ^ f ^ 2ir) 

定义的路径称为中心在 a ， 半径为 r 的正向 ® 周.我们有 

| /(E)d^ — ir| fia + re 设）， 

旦 Y 的长为 2 w ： r ， 如所期望的一'样* 

( b ) 如果口和&是复数，由 

# ~h i,b ^ (0 t 1) 

给出的路径 y 是有命区间 U , &]，它的长为 I ^ 一 a I ’且 

[ f ( z)Az = — /[a 十 — 

JU.ftl J 0 


( 4 ) 

⑸ 


( 1 ) 

( 2 ) 


( 3 ) 

( 4 ) 
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如果 

nit ) = ⑸ 

P — a 

便得到一条等价的路径.我们仍记为 [ a , 6]. [ a , «的反向路径是 [6, ^]. 

( e ) 设 U , 6, c ) 是复数的三元序组、设 


在 =△(££，&，€) 

是顶点在 O , h C 的三角形 (4 为包含6及^_最小凸集），且对任意在4边界上连续的函数 


fr 定义 

f /- f /+f f+\ f, ⑹ 

我们可以认为 （6) 是它左边式子的定义，或者我们也可以把3 4看成如定义11 8所描述的连接 
[a, 幻、 [6, c] 到 [o d 而得的路径.这时容易证明公武 《) 是正确的- 

如果把 U» h 4轮换，由 （6) 我们看出对 (S) 式的左边并无影响.若 d 被 U， ^ M 
代替，则 （S) 式左边改变符号. 

我们现在给出■个定理，它在函数谂中起着非常重要的作用- 

lo.ifl 定理 薇 y 是一条闭路径，设为 y * 的余集（相对于平面 h 并定义 


lnd r (^) — ^ ^ ^ z 6打）， 


(1) 


则 Ini 是 rt 上的一个整数值函教 • 它在 n 的每一分支内是常數，并且在的无界分支内为零. 

我们称 Ind y U ) 为 z 关于 y 的指數.注意广是紧的，因此 〆 在一有界画盘 D 内 1 ， D 的余 
集是连通的.这样，£>就在的某一分支内 * 这表明 X 3 确实有一个无界分支 • 


证明 


令 U ， 幻为 7的参数区间，0定 sen ， 则 


lnd r ( z ) = 



y f (sJ 
y ( j ) _ 


d ^. 


(2> 


由于裏且仅当时， w / ki 才是整数，定理的第一个论断，就是是整数，等 


价于断言 p ( g ) = 1 . 这里 

fit) = ex P 仏 ^^~ As ) o* ⑶ 

(3> 的微分表明，除了可能在使 7 不可微的有限集 S 外，都有 

— / Oj _ (4) 

< pCt 、 y ( i ) 一/ 

国:此史八7—$)是[心抝上的连续函数，它在 S >, J 3] — S 内的寻数为零，因为 S 有限， 

在 [ a , 上是常数-又因为一《 )=〗 ，我们得出 

m(0 =-- (m < t < _ * (5) 

Y yia ) — S ： 

我们现在利用 y 为闭路径，也就是 7< J 9> S 7( ⑬） 的假设，表示 〆 讲营 1 ，而这正如我们 
上面已看到的，蕴涵着是一个整数. 

由定理10.7， （1) 表明 lFid y eW 01). 由于在连续映射下连通集的像是连通的（[26]，定理 
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4. 22), 又由于 Ind , 是一个整数值函数，故〗 nd , 在的每一个分支上必须是常数， 

最后， （2) 表明当 | d 充分大时 ， j ln 4(^> I <1，这就推击在 H _无界分支上 

Indy (^) ^0. _ 

评注如果记 （3) 式中的积分为 AO )， 上述的证明说明 2 Wnd y U ) 是当 t 由 a 跑到这时， 

AG ) 的虚部的純增量， 并且与—之幅角的纯增量相 «. (我们没有定义“幅角'将 
来也不需要它 •） 如果我们将这增量除以 2 w ， 我们就得到 、冧绕 z 的次數' 这说明为 
什么常常把指數称为“环绕教” _ 上述镡明的一个犹点犹是它确立了栺数的主要性质， 

雨并不涉及复數的幅角（多值 ）* 

請 .11 定理如果 y 是中心在 a ， 半径 it r 的羞向圆屑 T 則 

f 1 若丨： 一 a IO ， 

(0 若 | 怎 一。 | > n 

证明我们如 10. 9( a )— 节那样取 h A 定理 1 CU 0， 只要计算出 IndyOO 就够了*而 9(2) 
表明它等于 

JL [ ^ = L _ 

2 «ij t z — a 2 ttJ o 

局部柯西定理 

柯西窠理有好几种形式.它们全都断言，当 r 为 D 内的闭路径或圈，并且当 r 及 D 满足 
某些拓扑条件时，每个在 y 上的积分 是零. 我们将首先引出它的简单的局部的形式 
(定理10/14)，它对 许多应 用来说是很够的了.至于更一般的整体的形式，将在稍晚一些时候 

建立. 

10.12 定理假设 FeH ( H ), 且 F ， 在 D 内连续，則对 X 2 内的每一条闭路径 y ， 

| F ’(:) d : = 0, 

证明如果 [ a , jsO 为 y 的参数区间，國为徽积分学基本定理表明 

^ F(r(0) > F(y(^)> = o. _ 

推论因为对所有整教 一 1， f 是 + l 的导數 ， S 1, 2,…时，对每一 

闭路径71瘍—2 ， 一 3 ， 一4 * …，0祭 y * 时.对每一闲路径7，我们都有 

J 2： s dir = 0 

^--1 的情形已在定理瓜10中讨论了. 

10. 13 对三角 形的柯西定理假设厶是平面开集打内的一个闭三角形， PW ， /在卩上 
连续，且 /6 HOJ —彳則 

[ — 0, (1》 

J 9 ^ 

的定义按照第 10* &节的 （ e )* 稍后一些将看_»我们的假设确实蘊涵着/€厂(0乂 
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也就是，所排除的点 /V 并不是真正要排除的.然而，定理的上述形式，在柯西公式的证明中将 
是有用的. 

证明我们首先假设设 a，h cfi △的顶点， b \ ，分 别是 [h f ], [>, a ] 
和 [w 的中点.考虑由三元序组 

{ a , c f , b f ) Ab f a fC ) w { c ^ b \ a ) , {a ^ b \ c ) (2) 

构成的四个三角形以.若 i 为积分 Cl ) 的值，由 HX 9(6) 得 

(3) 式右边积分中 M 少有一个绝对值至少是丨 J /4 I . 称这个对应的三角形为用山代替4 
重复该论证，并继续这一过程，就得出一三角形4的序列 * 使得 4=) 么 =) 厶〕…，且若 L 为 
3厶的长，则3 丄的 长为并使得 

| / | ^ 4 11 [ /(sr)d: i (n — 1 »2,3i***). ⑷ 

J 3 V 

三角形 A 有 C 唯一)公共点由于厶是紧的，故為€1于是/在 h 可微. 

设给定€>0，则存在 r >0, 使得丨 z — z Q 丨 < r _， 

! fiz) — /<%) — — Za) |< € I Z—Zo L ( 5 ) 

身 且存在 W , 使得对所有$€厶，丨 z — z ^ | < r , 对这个 n 和所有$€厶，我们同时有 I I 一％ I < 
d . 由定理10,12的推论 

f ( z)Az = [ [/(ar) — /( 知）一 — z o y ] dz , ⑹ 

于是 (5) 推出 

f ( z)dz ^ f ( 2 = n L ) 2 * <7) 

J \ 

现在（4》式指出 I J I 因此，若 f 贝 ！I 

其次假设穸为厶 的一个 顶点，例如户若 a ， c 共线，则对任何连续函数/， （1) 是 
平凡的.如若不然，选取点 6]* <~]，使 y 均接近 tf ， 并且注意/沿 3 d 的 

积分是沿三角形 U , I , 3?}* h 7〗，彳 6 *。 W 边界积分之職.由于后两 三角形 不包含 P ， 
故®面两积分为零 ■ 因此沿的积分是沿 [ a » a ]， U ， “]积分之和、又由于这些 

K 间可以 tt 意地短及/在^上有界，我们再次得到 

最后，若 p 为4的任意一点.应用上述结果于心 W， （ & ， o W 及忆，〜 W ， 就完 

成了证 " 
10.14 凸濂_的柯西定斑 假设 是一 个凸 开集， y ■在上连读，且 

{ p }), 則对某些 F 6 H 03)， 有/= 〆 ，因此，对内每一闭路径 y ， 

f - 0, 


( 1 ) 
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证明固定由于0是凸集，对每个12包含由^到^的直线隊间.于是，我 
们能定义 

F(z} = \ /(e)df (z € n). (2) 

Jo .*] 

对任意 z 及顶点在 a , a , s 的三角形位于 13 内，因此，由 10* 13，/沿[%，的积 
分是 F (幻 一 FU 。）* 固定為，若^^ s ， 我们就得出 

F (,?- F ( g± )_ /(zo> 

Z — % (3> 

=■ — —i [/<?)_ /C^ 0 >]d$ 

z — : . v *] 

给定€>0, /在 A 的连续性表明，存在遂>0，使得当 I f — %丨 <3时，有 I /(?) 一/(%) I < 
Si 國此，当 I I <5 Wt (3) 式左边的绝对值小于 e , 这 证明了 /=’. 特别有 F 6 H ( i 1)» 

由定理10, 12就可得出 < 1 ). ■ 

10,15凸集内的柯西公式假设 y 为 ft 开集 O 内一条闭路径，如果且 


磋 y ■，則 

/( 幻. Ind r U ) =去丄普杯 

当然 • 最有兴 趣的情 形是】 nd y U ) = L 
证明 固定 ^ 使上述条件成宣，并且定义 

£( i ) _ f {z) 若 关“ 


⑴ 


gW 

if ( z ) 

于是暮满足定謹 10. 14的假设 * 园此 


若？ 


g(|)df ^ 0, 


< 2 ) 


(3) 


細果我们把 (2) 代人（3)，便得到 （1). * 

如枭我们取7为一 E 肩，关于全纯函数能用幂级数表示前逾个定理是定理 10 * b 容易得到 

的结论. ^ 

1 IL 16定理 对+ 面内任意开集每一个/€ 都在 XI 内可表示为幂级教. 

僅明觀俊 / & H 03) 且 R ) C；a 若 y 为中心在 a 、 半径为 r < R 的正向 圆周， DUi 
尺)_凸性允许我们应用定理由定理 ㈣ * U ， 我们得出 




fW 

e - 


df ( 怎 6 DCa;r>), 


(1) 


但现在我们可以对 X = [0, 2 ic ], f^Tf 
来应用 定理⑴ .？， 并得出结论 I 存在序列{^丨，使得 


f{z} = y^(； n (z — ay 


z € DCai r >) 


C2 ) 
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{ c s 〗 的唯一性（见定理 10, 6 之推论）表明，对每一个 r<R (当 a 固定时）得到相同的幂级数.因 
此，对每个 eGDUiR ), 表示式<2)是正确的，这就完成了证明. ■ 

推论若 / eff ( o )， 则 / eH(m 

讎明结合定理10, 6及定理 10. 16即可完成证明. ■ 

柯西定理有一个有厕的逆定理. 

1氟17奠累拉定理假设/是开集内的连续复函教，若对每个闭三角形 4 CD , 都有 

[ f { x}dz - 0 t 

則 /6 H ( fi ), 

证明 设 V 为 D 内的凸 开集，像定理10,14的证明一样，我们能构造使得 
r -/, 由于全纯函数的导数是全纯函数（定理 103 S )， 故对每+凸开集 vc 仏都有 /e 
mn ). 因此，_ 


幂级数表示 


圆 


每个全纯函数在 M 部范围内都是一个收敛的幂级数之和这一事实，有大童有趣的推论 •在 

本节，将展示其中一小部分 • 

it . is 定理假设 n 是一区域，且 

Z (/) - {a € - 0}, ⑴ 

則或者或者 Z (/) 在 XI 内无极限点 • 在后一种情况下，每个都对应有唯一 


的正整教 t 使得 

f(z) ~ (z 一 a )’ 鬈 Cs) ^ fi) » 


( 2 ) 


这里篡 6 H ⑺)， 且 g ( a )#0 i 而且， Z </) 至多是可数的. 

(我们重提一下，区域 就是幵 连通集 ■) 

整数挪称为/在点《所具有的零点的阶.很清楚.当且仅当/ 在打 内恒等于零时之 ( /)= 
il 我们称 Z (/) 为/的零点集.当然，对/的 a - 点集，即 /— «的零点集，也有类似的结果* 

这里 a 是任意复数- 

证明设澧为13内 Z (/：)| f 有极限点的集 ■ 因为/是连续的， 

固定 a € Z (/》， 并选取「>0,使得由定理 10. 16知 

/(z) = a) w (z €： D(a ； r))* (3) 

这里有两种可能，或者所有 & 为零二"在这种情形下 r ) CA , 且《为 A W 内点；或者有最 
小的整数 m (必须是正数，因 / U )=0》， 使得在这种情况下，定义 

f(z- ar m f(z) (z e ⑷ 

g(z) ^ V (: q >. 

于是 (2) 成立 • 很清楚， f 6 HCfi ^{ a })* 但由（3>司 f 以推出 

g(^) — — a)^ & D(aj r))# ⑸ 
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丙此 g € H ( D(eM r ))， 于是确实有 g € H ( n ), 

进而言之， g ( a )#0, 并且 g 的连续性表明，存在 o 的一个邻域，在这个邻域内 g 没有零 
点.这样，由 （2 ) f «就是 2(/) 的孤立点， 

若 a 6 A , 这就必然出现第一种情况，于是 A 为 开集. 若 A , 由 A 作为极限点的 
集的定义，很明 fi , S 是开集，这样0就是不相交翁开集 A 和 B 的并*由于 fi 是连通的，我 
们得出或者 A ^ O , 在这种情况时或者在后…种情况 T ， 在 U 每个紧子集 
上，冴/)最多有有限个点，而因为 O 是紧的.忍 /) 至多可数. ■ 

推论如果/和 g 是区域0内的全纯函數，且对内某一个具有极限点的集的所有点心 
fiz ')- g ( z ) ,則对所有的; /( 霉(笔)咸立 ■ 

换句话说，在区域 d 内的全纯函 jfe ， 由 o 内任何一个具有极限点的集上的函数值 决定. 
这是 个重要 的唯一性定理 * 

注如果我 ft 去掉 n 是连通的假设 * 该定理是不成立的！例如.若撝 Ua ， 而 
且反 a 为不相交的开集，在仏内令 /^ o , 在 a 内令/二 1. 

10. 19定义如杲 ciefi 而则/称为在点 a 具有孤立奇点.如杲/能在 
a 点给予定义，使得扩充后的函数在 O 内全纯，这个奇点就称为可去的. 

10.20 定理假设 / eff ( n —彳 a })， 且对某个 r >0， /在 lVU ; r ) ft 有界，则/在 a 具有 

可去奇点. 

注意 £/(旬 r ) = { z ； 0< I z~a I <rh 

证明定义九 U )=0, 且在 fl — U > 内， k { z ) = iz — ayfiz ), 有界性的假设表明土 
0. 由于 A 在 P 其他点明 M 地可微，我们有 A 6 H (0)， 于是 

oa 

hiz ) — V ) c H (z ^ a }* iz 6 DCaj r )). 

n = 1 

令 /( a ) = q , 我们就得到所求的 / 的全纯开拓，因此 

fit } ^ e D (“| r)h ■ 

10,21 定理如果 《 ei 3» JL / eH ( fl -{ a }>, 則必然出现下列三种情艽之一： 

(a) /在 a 具有可去奇点 * 

< b ) 存在复教这里繼是一正整教，且使得 



在 a 点具有可去奇点- 

( c > 若 r >0, Dia \ r >[ J 1， 則 f ( D r (at r )) 在平 ft 内摘密 * 

在 ( b ) 情潘下，/称为在 a 具有 抓阶 极点，函数 

作为 a)H 的多项式，称为/ 在 a ^主要 部分. 很清楚*在这种情形下， 当时， 


麵 


國 



m 


第 jo 聿 


] fiz ) I 

在 ( c ) 的情形下》 / 称为在“点具有本牲 奇点. （ c > 的一个等价的陈述是，对每一个复数 
Wf 存在对应的序列 * 使得與 z a -^ af 且 

证明假设 < e ) 不成立，则存在 r >0 T 5>0和复数 m 使得在! f { z )- w \ > 
象我们 IfilXq r ) 为 D ， Df ( a ； r )^ iy , 定义 




fix ) ― uu 


iz e D’）, 


(!) 


则发 eHO /), 而且 I 茗丨 < i / i 由定理 no . so , 窟可以扩充为在 d 内的全纯函数 ■ 

若 g < o >#0. ⑴表明存在某1>>0, /在 l / Uf # 内有界.因此 由定理 10. 20， ( a ) 成立. 
若其在 a 有阶零点，则定理10, 18 表明 

giz } — iz — a ) m g a ((z G JD ) ， （2) 

此处心 eH ( D )， 而且 同时由 Cl ) 得知，幻在以内没有零点，在 D 内令 A = l / 沿， 

则 feeH ( D )， A 在 D 内没有零点，丽且 

f ( z 、 ^ ^ j 一 o . ) ^ m h { je ^) (2 ^ £) )* (3) 

但&具 有形如 

oa 

hiz } — D B ( s :— a) M (z £ D ) 〈4) 

的展开式，并有心关 o , 现在，（幻表明 ( b ) 成立， 脑 n” hi ， L …， m - 

这就完成了证明. _ - 

现在我们将利用当一个 幕繼数 限制在中心为 a 的圆周上时是一个三角级数这 


画 


一事实. 

Ift . 22 定理如果 


/{iO — y ^ c a (g - a) w 

且若 0< r < R , 則 

£ DCia 1 R )) ， 

⑴ 

1 fK 

S U 〜赳 ■ 

证明我们有 

1 f(a + r ^) \ 2 d &. 

⑵ 

对 r < J ?， 级数 <3) 在[一 sr ， it ] 上一致收敛.因此 

ii — S 

(3) 


d# (打 = 0，1 ，2，*“） 

⑷ 

并且可以看出（2> 就 M 帕塞瓦尔公式的一种特例. 
下面是几个椎论. 


■ 


10.23 刘维尔定理 每个有界整函数都是常數. 
回忆一下，如果函数在整个平面全纯则为整 函数- 
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证明假设/是整的，井息对所有 z 有 I fiz ) 1 < M f f ( z )=^ c n z \ 由定理 1 CL 22, 对所 


有 r , 应有 

1： k 卜 

爾 = Qi 

• u < M ®, 


但这只有对所有?? 

q = 0 时， 才可能成立， 


■ 

10.24 最大槿定理 

假设11是区域. /6 H (0)» 且 D ( air)C 仏則 



I f { a ) max 

1 /(0+代班）|, 

(1) 


茧且仅盡 /在12内为常數等式成立， 

園此，丨/ I 在的任何崴都不会有局部的极大值，除非/是常数. 

证明假设对所有 实数象 I fU + r € w ) I < I / U ) 丨 ， 那么 * 用定理 10. 22 的记号，可 
以得出 

2 I c, IV H f(a) \ z = \ Co r. 

M = l & 

因此，由此推出_ D ( a ; r ) 内|，由于 D 是连通的’定理 

10,18表明/在 U 内是常数. ■ 

推论 在同样的假设下*若 / 在 DUi r ) 内没有零点，則 

| f ta) | ^ min. | /Ca + re® 9 ) |. (2) 

@ 

证明若对子某一 0 有 /(d + re 19 ) =0，则 （2) 显然成立_反之，则存在一个区域仏包含 
D(m r > 且/在内没有零点‘因此，在（1》中用+代替/时’ （2) 成立 * ■ 

10-25 定理若 n 为正整數，而直 

p(z) = H - 4 *" Hh 叫疋 + 设 0 ， 

这里 a 0 ， …， , 均为复數，則 P 在平面内恰好有《个零点 * 

当然，这些零点是根据它们的重数来计算的：一个挪阶零点，计算为挪个 零点. 这个定 
理包括了下述的事实：复数域是代数封 闭的， 也就是，每个复系数的•常数多项式至少有一个 

复的零点. 

证明 选取 r>l f 2 I % | -h I a ! | +.“+ | a ，-， 丨 ，则 

I FCre^) |>| P(0) I (0 2?c), 

若 P 没有零点，则函数 /=1/ P 将是整的， fi 对所有&满足 I / (0) I > I /( r ^) I ，与 
最大模定理 矛盾. 这样，对某个 P (%) =0 * 因此 ， 存在露 —1 次多项式 Q ， 使得 = 
{ z - z x ) Q ^^ 对 fi 应用有限归纳法_可完成证明. * 

26 定理{柯西估值）如栗 /€ H ( D(w i ?))， 且对所有 z € D ( mR ), ) / U ) I < 

M ； « 

| f m} ( a ) I < {n ^ 1,2*3—). ⑴ 

证明 对每个 级数 10. 22(2) 每一项都有上界 M 3 . ■ 




168 


第 10 聿 


若 我们取 = R ^ l t 及/&) = #，则 p (0)^ n l 由此看庞 （1) 的结果不能再 
改进， 

10. 27定义如果对每个紧集 KCO 和每个€>0，对应有 JV = N ( K , c ) ,使得 3 i > i ¥ 
时，对所有 g € K * 有 | / 〆 $) — /(dl 则称0内的函 数序歹 H /,4 在 D 的紧子集上一致收 

敛于 /. 

_ 例如，序列 U " V 在 D (0 S 1) 的紧子集上一致收敛 于零. 但在 IK0 ; 1) 内却不是一致收敛的. 

紧子集上一致收敛这一概念，在与全纯函数的极限运算有关的问题上最自然地提了出来* 
这个概念有时也采用 " JL 乎一致收敛”一词. 

10 * 28定理假设对 i = l , 2, …， J 06 HCJ 2), 兩且在0的紧子集上/, 一致收敛于 

/，则/€尺(12),而且在13的紧予集上 — 致收敛于 /' 

证明由于在 n _每个紧圆盘上的是_致收敛的，故/连续 > 设△为12内的三角形，则 
△是 紧的， 于 是由轉 西定理 

, [ fiz)dz = lim f^zyiz = 0, 

因此由莫累拉定理推 m /e mm . 

设 K 是紧的， K [ ih 则存在 r >0 ， 对所有闭圆盘 r ) 的并 £ :是的紧子集， 

应用定理 10. 26于/―力，我们有 

I /(z) —/j(z) l< r _i || f—fj IIf U e K )， 
这麗|/1为1/!在[上的1 ：确界.由于在 ： 上 /i 一致收敛于/， 得邊在 冗上/^ 一致收敛 

于 /■ " 

推论在同样的假设下，当 j — ㈤ 时，在每个紧集和对每个正整數符 ，东 

与实 线上的情况相比较，在那里无限次可微函数的序列能够—致收敛于 錐处不 可微的 
函数， 

开映射定理 

若17为区域且則 /( ij ) 或者是区域或者是一个点， 

全纯函数的这个重要性质将以更为详细的形式在定理 10 _ 32 予以证明* 

10.29 引理 如果 /e H(D )， 且 g 由 

f /( E ) -fM 若 定， 

giz . m ) = < z ^ w 

l/(r) 若 

flUj 定义于 JpXjQ 内，则 g 在 rtXD 内连续 . 

证明 g 的连续性值得怀疑的挪些点只有 i = 

罔定 aea 固定5 >仏则存在 r >0 , 使得 IKWOCD , 并且对所有 teD ( flsr ) 

I f {0 — fia ) I < f . 若 z 及 W 均在 D(£M r 8 ) 内，且若 

^(i) — (1 — l): + _ 

则对 0< S <1 ，有 6 BCaj r ), 并且 
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giz^m} — gia f a) _ / (a) ,df* 

对每个 h 被积函数的绝对儘 < e 、 逸样丨 xu ) — a ) I < e * 逾就证明 f &在 （ a ， a ) 

连续. ■ 

謂 ,3 ft 定理假波沪€好(11>，则 fj 包含； ^的一个邻域 V % 使得 

( a ) 史在 V 内是一一的. 

( b ) W = 是一开集， 

( c ) 如果和 W-^-V 由磉定义，則^^€： H ( IV ) - 

这样 ， p 犯就有一个全纯的逆映射 • 

证明在引理10,29中用 炉代替 /. 应用该引理可证明，0包含以_一个邻域 V ，使得当 


aev 及 时 ，有 




| f ( z \) — 史(幻） I ^ ■丨 f ( Zfi ) | i A - 2 2 1 ， 

⑴ 

于是 （ a ) 成立*同时 




fiz ) u e v ) 甲 

(2) 

要证明 < b ) t 固定 aGV . 

选取 K>0, 使得 S(a ， r ) CV , 由 （ 1 )， 存在 f>0 使得 


1 

^pic - j - r £ * ) —乎 ( a ) ! ( 一 K ^ w ) r 

(3) 

若 AeiKpU)! r) P 则‘ 

； -<p(a) | <f. 因此 (3> 蕴涵着 



min | A - <pia + re ,<? ) 1 〉 “ 

(4) 


由定理 10 KW 推论 ， A — p 在 D(ai r ) 内必有一零点，从而存在某一 使得久 - 


^{ z ). 

这就证明了 Difia } ; r ) Cf ( V )* 因为 这为 V 中任一点，从丽 f ( V 0 是开的* 

要证明 （ e >, 阇定切, € W , 则有唯一的一点 A eF . 若如 GW ， 而且 #( w > 


我们有 


tp ( w ) — ipi tVi ) 
XV —"Wi 


尤 1 


(5) 

■ 


由⑴,当 or+M 时,因此 （2) 推出 〆 = 这样 

10*31 憲义对機 C 2 ， 3 ，…，我 们记“ m 次幂函数为心. 

每个加斡0都刚好是 m 个不值的。若挪=代^， r >0 , 则 当且仅 $ 


z~r 


m 


若 V 开且不包含零，则由定理10.30， 心 （ V )是开 


同时注意每个^都是一个开映射 
另一方面》 ir,<D(Ch r>) = D(0i + 

开映射的复合显然是幵的+特别地1若 〆 没有零点，由定理 10 . 30 , ^ 

賊理(他料理錢嶋赚射韻變細織），瞄了-个相 反的命 

题：在.…个区域内轉数的全纯函数，除了附加上-个常数外，都局部地有^ 1的形式. 

趟, 32 定理假设卩是一区域， / encfi ), /不是常教， ^ ea , 且聊=/〔勾）.设讲为 

展教/ 一 在点❾的零点的阶數. 
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則存在 ◎的 邻域 v ， van , 且存在使得 

( a ) 对所有的 zGV ， f ( z )^ w & + lfiz ) T , 

( b ) ¥在¥内没有零点，丑 p 为 Y 到®盘 D (0; r) 上的可迓映射， 

这样，在 v 内， ， 由此得出/愔好是 Y — U 。} 到 iy (瑪 f ，>上_熵对一的 
映射，并且每个都是 /( D ) 的一个内点 . 因此/⑺)是 开的. 

证明不失一般性，我们可以假设 D 是&的 一个凸邻域，而旦它如此地小，使得若 
13— U 。} 时. / U ) 乒 w 0 * 则对某个在0内无零点的发 & H (0) t 有 

= (z — Zo ^ giz ) (z ^ D ) ^ (1) 

因此 // 篡 eH ( O ). 由定理 10* 14,存在 feeH ( f 2)， 使 = 在 X3 内度 • eKp (-« 的导数 
为零.如果 A 通过附加上…个适当的常数加以修正》便得出 g = expa ). 定义 

= (g — ^ ) e?cp 打（之) {z ^ H ) t (2) 

TH 

则对所有 D T ( a ) 成立. 

同时， 而 〆 ( a ) 关 0. 根据定理 10. 30,现在可以得出满足 （ b ) 的开集 V 的存在 

性，这就完成了证牺. ■ 

下一定理其实已经包含在前述的结论中.不过，看起来还是值得明显地加以叙述. 

10. 33定理假设 D 是一区域 ， /e ma ), 且/在13内是一一的，則对每个$6 A 
且/的逆是全纯的. 

证明若对某个％€0, f ( z 0 )^0* 定理 10* 32 的假设将对某个 m>；l 威立.于是/将是 
在 迄。的某个 去心邻域内是 m 对 一的. 现在再应用 10,30_(c) 即可. ■ 

注意定理 1( X 33 的逆是不成立的；若 /(d = e % 则对每个 o /( z )_0. 但/在整个复平 
面内并非——的_ 

整体柯西定理 

在陈述并证明这个定理之前(这个定理将取消室理 M 中有关凸 R 域的限制），给迄今为 
止曾经是够用的积分工具 * 再加上一些工具将是很方便的 * 实廣上，这主要是使我们不再限于 
潜单—的路径积分，而是代之以考虑路径的有限“和在第 10. 9( c ) 绘座了 一个简单的例子* 
10,34 链与圈 假设 h ， …， L ， 是平面上的路径，并令 U - li 7； ^ 每个 K 在向 


量空间 C<K> 上由公式 

/,</> = [ fi^ydx 

⑴ 

导出一个线性泛函？,，定义 

r — r i + — 

⑵ 

膽。对所有 /€ C ( K )， r ( f ) 

- rdf >+- 关系式 (2) 提示我们引 ur 形式和” 



r = / ri ■…+ L 

(3) 


并定义 
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(4) 


(5) 


[/ (咖露= ?(/)， 

则 (3) 仅是陈述 

J /( 艺 ） dz = J / C^)d^ (/ & C(K)) 

的一个缩写.注意 (5) 式可用来作为它左边的定义 • 

这样定义的 r 称为链.如果 （3) 中的每一个 t 都是闭路径，则 r 称 为圈. 如果 （3) 中的每 
一个 I 都是某一开集 n 中的路径，我们称 r 为 rst 的链 ■ 

若 U ) 成立，我们定义 

r ^ y { U U 7： - 

_果厂是一个圈，我们定义《关于 r 的括数为 

「 1 」 r 茗一 a 


IndfCcr) 


( 6 ) 


(7) 


2 nL 


这正 和定理 10, W 中_ 一样. 很明 i ， 由 （3) 可推出 

押 

Ipd r ( e ) = Xj 

" 卜 I 

如果在 （3> 中每个 h 都用它的反向路径代替（见 10 . 8 节>， 所得的链记为 _ r ■这样 


/< 怎 ） db 


f ( z)iz c/e ar ». 


( 8 ) 


⑼ 


特别地’如果 f 是一个圈且 0 孕广，则 Ind—= — 

链可以通过用其对应泛函的加或减这种明显的方式来进 行加法 和减法 s r=n+A ，这个 

式子意味着对毎个 /eccrr UH )， 

j f ( z)dz ^ | r /( z ) d ^ + fizHz . <10) 

最后，注意到一个链可以用多种方式来表示为和的形简单来邋，我们说 

7 ! + h =糸 H - '■ft 

是指对于 rr D - Ur ： Ud ； U … U &. 上的每一个连续函数/，有 

V [ f ( z)dz = 2 [ /(怎油. 

i ^ Ti } J ®J 

特别地，一个圈能很好地表示为不是闭路径 的和. . 

m 35 柯西定理 假设/€麵），这里 d 是复平面上的任意开 t 若 r 是 ㈣ 的一个 

躕，并对每个不在 Dft 的②，溝足 


則当 zea - F * 时有 


IndrCa) ~ 
/U) • Ind f ( Z ) = 2^J r 


(1) 


(2) 


并且 
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J f(z)dz = 0 , 

若 n 及 n 均为 u 内的#，使得对每个不在 d 内的^有 

Ind r& (a) — Ind rj (a) » 




f(addz 9 


证明设 


w)dw 


U 6 12). 


giz . m ) = < w-z (6) 

[/ (z) 若您 =: 

是在定义的函数. g 在 nxo 肉是连续的 《引理 10.29). 因此我们能定义 

kU) = ikl g(zf w)dw iz C ^)- (7 》 

对: ren —，柯西公式 (2) 显然等价于断言 

k ( z ) - 0, , «> 

要证明（8)，我们首先证明注意 g 在 DXI 1 的每一个紧子集上一致连续，若 
且 A — 。便可得出对广 ( fi 的一个紧子集），有 ^(^nf W ) —致地趋于 
g( Zr w ). 这证明了 A 在0内连续.设4是11内一个闭三角形，则 

J A ( 怎 ) ck = ⑼ 

对每个 z -^ giz ^ w ) 在 D 内 fe 全纯的，（在时的奇点是可去的 . ）_此(9)式右边里 
面的积分对每个出€广都为零-这时，莫累拉定理表明 A € H 01>. 

其次，我们设 ft 是使 Ind r (z)= 0 的所有复数 ^ 的集，并且定义 


hi ( z ) 


- f ’(…) dw 6： 


如果 zefina , _ 定义，显然有心‘因此存在一羅数 f € H ( flUa )， 它限制 

在 d 上时是限制在 ft 上时是 

我们的假设 （ I ) 表明仏包含0的余集，这样， p 是一个整 函数. 由 hdr ( g ) 在 A 为零，故 
a 也包含 r * 齡余集的无界分支，因此 


lim < p ( z ) 


lira ^1 (z) 

1 * 1—00 


这时，由刘维尔定理推出，对每个 U 这就证明了（8)，因此也证明了 （2). , 

为了由 <2)导 111(3), 取 ( J 6 JQ — r *， 并定义 F (怎 U — a )/( z ). 则因为 — 0. 故 
1 「 . If F ( z ) 心= F < a ) * liid r < tt ) — n 


2^ j / izU ^2 xiirz - a - ■ .. 

最后，把⑶应用于圈 r = r 「 r ” 由⑷可得幽 《). 这就完成/ 证明. ■ 

10, 36评注 

u ) 如果 y 是凸区域 ri 内的闭路径，且 a 砝仏应用定理10.14于/(幻=($—您厂、可以 
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证明 lnd y («)=0. 如果 D 是凸则卩内每一个圈都满足定理 HX 35 的假误 （1). 这表嘆定理 
10.35 是定理 10. 14及 10. 15的推广. 

( b ) 定理 10. 35的最后部分 表明， 在什么情况下沿*个圈的积分能用沿另一个圈的稅分代 
替丽不改变其积 分値. 例如设 rr 为去掉三个不相交闭圆盘的 平面. 若 r , y 【， 

内正向圆周，使得 r 围绕 CMJAU 认和 k 围绕 d ,， 但时， I 不围绕认,则对每 乎 /e 
h ⑼，有 

Xl | /⑴缸 

( c ) 为了应用定理 10. 35，可以期望有一种合理_有效的方法，来寻求一个点关于一条闭 
路径的指数.下面一个定理对实际中所出现的所有路径都能做到这一点.它实质上是说，当一 ms 
条路径“由 右到左 ”地交叉时，指数增加 L 如果我 们画忆 一下，_ a 在广的余集 W i 的无界分 

支_时， lnd ,(®)-0, 假若 W 仅有有限多个分支，并且 7 穿越它们时，没有一段弧会穿过一次 
以上_我«就能成功地决定 W 的其他分支中的 Incl r Uh 

1(1.37 定理假设 y 为乎面上一条闭路径，具有参數区间[⑽抝*假设 a < wO < i ?， a 和 
h 为复教， I 6 II = r >0 t 并 I 

C j ) y ( n ) = a 一6， y ( v ) — a ^ rb . 

{ ji > I y ( s)-a \ <r 当且仅当 m <^<^ 

(Hi ) 丨 y(s) — a I =r 当且仅当 $ = 14 或 5 =认 一 一 

进一步假设 DU! r)~ r 是两个区域之并，它初按照•作 

为标志，则当， w € D — 时，有 

Ind r ( z ) = 1 4- Ind 7 ( w ). 

当作） _“一办穿越 DU S r)U ^+dflt, EL 是在这条路径的4 ( 右选，，而1> + 是在这条路径齡 
“左边”. 

证_ 为了书写简单，改变 7 的参数，使得 w =-0, u = 定义 


(Xs) ^ a - be k 

(0 ^ j ^ Zn) t 

ids ) 

(0 ^ s ^ it) t 

/(s) = Wi) 

Ctc ^ ,_ 

fy(s) 

(0^5^ It )' y 

沙) Mew 

<1C < 5 < 2 贺）， 


(a < < 0 或 ft ^ ^ ^ j3) * 

Kj) = lew 

(0 < s ^ n)^ 


由于八 0 )= c ( o ) 及 yCrt )= C ( ic )， 所以/，莒，&都是闭路径 * 

I m ， 且 ME ， 则 E 位于圆盘2『)之_，廳^圆 
盘不包含 f 虛用这结果于一 M ， 则看出（由评注 10.36( a》） f ln 4 C «-6 i >-0, 

由于 D 是连通的，且 D - 与 f 不交 * 便得幽 

Ind # ( w ) = 0，若 w € D . 


(1) 
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相同的理由证明 

Ind /(^) = 0 ,若 $ € D + , (2) 

我们得 到结论 

Ind r («) = Ind A («) = Ind *( w ) 

— IndcfuO + Ind y (^) — 14- IiidjXttO* 

由于& = 7+/, 第一个等式由 （2> 得出， 因为。及 加 均在 DCai r > 内，而这是一个与 V 不相交 

的连通集，故第二个等式成立.由于 &+g = C + 7 , 第气个等式由 （1) 得出.第國个等式则是定 
理10, 11的一个推论.这就完成了诬明. ■ 

我们现在转到与柯西定理有 关的另 一个拓扑概念的简短讨论. 

10,38同伦假设％及 h 均为拓扑空间的闭曲线，同者都具有参数区间1=[0, 1]. 
我们称 B 及乃是又-同伦的，假如存在由单位正方 形穸 5 9 i X 内 W —个達续映射 H •使 
得对所有$€1和£€/，都有 

H(SfO) — Jq(s) fH(stl) = fi (j)tH(O w) = (1> 

令氕 = r ), 则 < i > 定义连接 n 及 a 的' a : 内的一个单参数闭曲线族 y ,. 直观地说， 

这意味着在 X 内，九能够连续地变形到 

若 h 是又-_伦到一常数映射 h (也就是， rr 仅由一点组成），我们称 r 。 在叉内 是零伦 
的.如果 X 是连通的，且 X 内每条闭曲线都是零伦 W ， 则 X 称为单连通的. 

例如，每个凸区域都是单连通的.为了看出这个结论 * 令八为12内的闭曲线，固定 
并定义 

H ( s * t ) = (l — +故 1 D * (2》 

定理 10.40 将证明柯西定理10, 35的条件 (4) 当 r B 及乃是 n - 同伦的闭路径时成立 * 作为 
它一种特殊情况，注意若 n 是单连通，对 n 内每条闭路径 r ， 定理 10.35 的条件 （ i > 均成立， 
10, 39引理如果 n 及 h 都是具有参教区_[0, 1] 的闭路径， o 为一复数，且 

| fiis) l<| a" 7(?^) I (0 < s < 1 )， ⑴ 

則 Ind n ( n ) = lndy 0 ( a ). 

证明首先注意由 （ i ) 推拋 a 奋 W 及因此能定义于是 

t = ( 2 ) 

y 7\ — a 八一 a 

巨由 a ) 得 I i — r 丨 < i . 因此 y * cD ( hi ). 这就推出 ituMo ) 二 o . 现在， （2) 式 _： o , i ] 的 
积分给出了所求结果 ■ 

10*40 定埋如果 r 。 及 A 都是 S 城 D 内 f )- 岡份的闭路径，并則 

Ind / L (a) = Ind r 。（ q). 

证明由定义，存在连续映射使得 

H(s,0) - n(s), H(s,l) = n(s), H(Qa) - H(la). 

由于^是紧的，于是 H ( T ) 也是紧的-因此，存在 e >0， 使得 

当<5,0 € P 时 ， I l >2 t . 


( 3 ) 
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由于 H —致 连续， 存在正数心使得 

與 I s — s' 1+1 / 一 〆 丨 < 1 /於时 * | H(stt) — H(s%/) |<Ze* (4) 

若3■— 1 ^ ns^i 且 z = 1，•**，？! 1 由 

/i(s) = H ( + ’ 务 ) （槪 + 1 — 0 + H 1 -^- J( I — m) (5) 

定义多边形闭路径八 ， …， L 由 U ) 及 (5) 得 

| 7 4 { s ) — Hisfk / n ) |< t 0^5^1), <6》 

特别地，取 A = 0 和& 

I Yo(s) — r 0 (s) |<e ，丨 7 ff (s) — Fi(s) I < e* ⑺ 

由 （6) 和 （3)， 

I a ^ 7*(s) l> i ( 是 = 0，"，nt 0 < s < IX ⑻ 

另一方面， (4) 和 (5) 也给出 

1 /^( s ) — 7*( s ) I 〈 e ik = 1* 找 s 0 ^ s ^ 1). (9) 


现由 （7)、U )、 <9>并将引理 10, 39 应用 ？ i + 2 次，便得出 g 关〒路径 r。， ％，乃，…， 
y nt r \ 的每一个都具有相國的指效.这就证_了定理 * _ 

注上述证明中若 r * G >= H ( s ， 因为 h 并漫有假设可微，所以每个 r : 乃是一条 
闭曲线，雨不一定是一条路径，基于这个理由，才引出了路径 y ** 男一个（或者是更 
合适的）克服这一困难的方法是，把指教的定义扩充到两曲 线上. 这将在刃趙從中 

略述. 

残数计算 

⑽ .41 定义一函数/称为开集《内的变纯函教，如果存在一个集，使得 

( a ) A 在0内无极限点- 

(b) /€H(n~A). 

( c ) /在 A 每一点具有极点， 

注意并没有排除 A =0 的可能.这样，每个 /€ JJ ( i 3) 在内也都是亚纯的. 一 

同时要注意由 U ) 可推出内没有一个紧子集能包含 A 的无限多个点，因此 A 最多是口了 

数的. 

如果/及 A 如上所述， *€A , B. 

Q ( z ) y ^ J c k {z — aY ^ ⑴ 

如定理 m 21酿义的-样， */ 在 a 的主 ik 分（也就是说，若 /-Q 具有可去奇.），则 
数^称为/在 a 的殘教： 

c] ， ResC/s a), 以 ’ 

如果 r 墨一 个阐，且0$广 ， 由（ I )推出 

- L [ Q( z }6 z — t , liid r C ^) = Re^(Qt a > lfid r ( a ). ( 3 》 
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这是下列定理的一个很特殊的情况，并且将在该定理的证明中用到. 

10.42 残数定理 假设/是 D 内的亚纯函数，令 A 为内的使/具有极点的点集.若 r 
为 A 内的一个 ffi , 使得 

对所有 a 每 n ^ indjp ( cf ) — o » (1) 

則 

J /(/1 «) Ind r ( a ). (2) 

证明 iStB={a€A i lndr(u)^0}. 令 W 为厂的余集，则 Ind f <z) 在 W 的每个分支 F 上 
是常数.若 V 是无界的，或者当 V 与仏相交时， （1) 推出对每个 lnd r (^)=0. 由于 A 
在 D 内无极限点，我们得出 B 是一个有限集 * 

因此 (2) 中的和式虽然形式上是无限的，而实际上是有限的. 

令化*‘是 B 中的点， Q , ， Q „ 为 f 在〜，…， a m 的主要部分，并令渡=/— 
( Q , +… + QJ * (若这神可能性并没有排除在外，则# = /_〕令一 （A — B ) ■由 

于容在〜，.••， A 具有可去奇点，应用定理35于函数 f 及开集 D c ， 爾得 

『 

― 0* (3) 


画此 


n r if 73 

I f(z)dz ~ Q*0)d 名二 y^ResCQi; a^)Ind r (a* )* 

2nU r 27rsJ r ^ 

且由于 / 及 Q * 在心具有栩 M ! 的残数 T 我们 便得到 U ). — ■ 

我们用残数定理两个典型的应用来结束这一章.第一个涉及全纯函数的零点 * 第二个是某 

整积分 ■计算. 

10, 43 定理 假设7是区域 P 内 的闭路後，使得对不在£3内的每令 a ， lnd r U)=0. 闕时 
假设对每个或1,开设具有 IlKl y C £ S ) = l 的所有的集为/2卜 
对任何 _ f 6 H ( n ): 令/^为/在 Hi 内的按重教计算的零点的个数- 

u ) 若 / ewom 且/在 r 上没有零点，则 

1 f f f ( z ) 

J 2」 r /(:) 


dz — l » d r (0)^ 


( 1 ) 


此处 r =/ 。广 

( b ) 蠢 同时有 I 

l f ( z ) — g ( z ) 1<1 /<^> i ，对所有 z € y 、 


則 N s — JV/. -一 

(!>) 部分通常称为儒歇定理 + 它说明如果两个全纯函数，如同（2)所_确表示撫来的那样， 


在 A 的边界上互相接近，则在 A 内具有，相同的零点个数 ■ 

证明令 f ?=/7/, 它是 n 内的一个亚纯函数.若此仏 W 且/在 a 美有謂 
点，则 / U ) = G - a )1 U：L 此处 I 及 1 A 均在 a 的某邻域 F 全纯. 在 F —彳 a } p | 


= 


/( g ) 

7 iz > 


m , h ’（ z ) 
z —— h ( z ) 


m(a ) 阶零 


( 3 ) 
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这样 


Resifi a ) = m { a ), (4) 

令 A = { a € r 3, ; /0|)=0丨.如果我们把关于 y 的指数的假设与残数定理结合起来，就得到 

bl / iM dz = S Res( ^ a) = S m(o) ^ N - 


/( 怎） 心 

这就证明了 a ) 的一半.另一半是直接计算得出的结果 


Indr(O) 




2 ni 


J £ 


T ^ is ) 


0 Pis ) 

▲ J : /<7 an 7/<5)dj 


di 


2 itiJ 


备， 


这里 7 的参数区_取为 [0» 2 ir ]. 

其次, <2) 表明 g 在，上没有零点.因此麵 f 代替/时，（ I )成立 ■ 令 r 0 =g 则由 
(1)、 (2) 及引理10,39得出 

N m = lnd r(t (0> = lixd r {0) = N f . ■ 

10.44 问麵对实教当时，求 

f A (1) 

J -4 X 


的极限. 

解 因为 f 1 * Mnz * 一是整 函数，由柯西 定理，它潰 [一 A ， A ] 的积分等 f 沿路 S IV _ 
积分’其中 r > i 沿实轴一為到一1， 措单位 圆下半圆周由 一 I 到 L 沿实轴由1 到 a 得出. a 避 
开了原点，因此我们可以通过恒等式 

21 sinz = 一 一 


看出 a ) 等于科 Q + 〖>—— 1>‘ 这里 

+一 ) =鼠 > 


( 2 ) 


用两#方法把 r A #充成 为闭路 径：第一种，用由 A _ — A 〖到一 A 的半圆周；第二种，用 
A 到 Ai 到 一 A 的半圆周*函数在具有一个极点，在这点它的残数为二于是得到 

—^( s ) — exp ( iiAe tf ) d 6? (3) 


+ @(5) 这 1 — ^l^xpCiiAe 50 }#. 

(4) 

注意到 

(5) 

| exp(i&4e y ) | — txp(— Assin$), 

并且这是小于 1 的，且若^与^^具有相同符号，当 A--oo 时，它趋于零- 
理表明若 s<Q* 则 （3) 的积分趋于零，若^>0,则(4>的积分趋于零.这样 

國此，控制收敛定 

| 寅若 s>0, 

lm fA <，) - ( o 若 ？<0 ， 

(6) 
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若我们应用 （6) 于及 s = r — 1, 我们就得到 

limp l K 


若 一 1 < 丨 < 1 ， 
若 I I I >1. 


(7) 


又由于仰 《)= f , 故当纟 =士1 时 t <7)中的极限是 ■ 
注意 （7) 给出的傅里時变换.我们把对照反演定理来验证这结果作为一个习题. 

习麵 


1. 在这聿内暗中使兩了 下则事 实 5 如果 A 及 B 为平面的不相交子集. A 是紧的爾 B 是闭的，则存在 OO t 使 
得对所有《€汽及有用饪意度* 空间代 特平面证明这个结果 * 

£. 假设/为整函数且在每一个幂级数 

f ( z ) = J ] r n (^-ar 

中至少有一个系数为 0. 证明/为一个多项式. 

提示 ： n ! c fl = /"' Ca ). 

i 着/和 g 均为整函数，且对每个6 [ fU } I < | giz ) I ,你能推出什么结果？ 

4, 假设/为整函数，且对所有的^ 

I fiz ) |< A + B U I *， 

藏处 A、£J _ A 都是芷数.证明/必然是-个多项式， 

5. 假设彳 /«} 是 O 内一致有界的全纯函数序列，使得对每个 s € f 3， 《/；&>}收敛，证明在0的每个紧子集上， 
逾个收敛性是一致的. 

提示：把控制收敛定理应用于爲一/«錄柯西公式 + 

6, 存在区域使得 exp ( D ) = D ( l : 1). 证明 exp 在 O 内是一一^的，偃有许多这样_仏固定一个，并对 U 

-1 | <1,定义 bgz 为使 W 切，有加€众证明 log ■■在 

中求出系数并_此求出展开式 

w 

log ! = 2 ^ (:一 1 ” 

的系数在其他哪些困盘上能够这样做？ 

7, 着/的导数的柯西公式 

在关于 t 和 r 的某些条件 下是正 确的.陈述出这些条件，并 a 明途个 公式 • 

8. 假设 p 和 c ? 为多项式， q 的次数比 p 至少高2次， 且有 理函数 i ?= ivq 在实轴上无 极点. 证明只沿（一°°， 
如>的积分是只在上半平面残数和的 2 d 倍- <趑潜合适的半_周的_分代替沿 c — A ， a ) 的积分，并应用残 
数定理. >对卞學平面类似的陈逑应是怎样？用_方 法计算 

J " 一 1^?缸 

9. 用习 @ 8所述的方法，对实数 f 计算 H 对照傅里叶变换的反演定理核对你的答案. 
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12 . 计算 

r 。 (对实数 ；)■ 

13-计算 

fife ^2,3 ，K 

(对偶数 w 可用习通8的方法.然而，可以选取一条不國的路径： A 0到灰麵況的中(2^/拉>到0，它能简 
化计算，同时也能对奇数《进行计 
答案： Cir / nJ / sinCir / ff )* 

14•假设几和辽都是平面 区域. / 和震 分别在和邙内定义，并且都是郭常数的复 ® 数，且 

♦ f ‘ 如果/和 g 是全纯的，我们知通 A 也是全 纯的- 儀设我们知道 /_ A 是全纯的，关于装我们 

能得么结论？若知道〶和 h 是 全纯的 ：又怎么样？ 

15. 假设0是一个 g 域， f € Hin ) 9 f fen 内没有零点 /€ H ( f (0))» g = 酃 en 且购 一 f ( %) ■诞 

明如果/在撕 0 有辦阶 零点，则 g 在 u 也有鄉 _零点，如果 〆 在|0有*阶零点， 结论应 诙怎样改变？ IUSJ 

i% t 假设 p 为热度空_ x 上齡1 ■度, n 是平爵内約 开集， f 为 fixx 上的有界函数 * 使得对每个 
是/的可測函数，旦一〜 （) 对每个在 d 内是全純的，对 iGfl ， 窠义 

f ( z ) — | 9 ?( j !： il ) d^fC 0 . 

证明 /e H ( fl ), 提示； 1£明对每个紧集 Kea 对应一个常数 M < c «, 使得 

| <M U 和 “ e Ku € JO . 

JE — S«l I 

i 7. 确定下列函数有定义 m 金纯的区域， 

f M = lm 办卜『 if? 由 ， A< ^ } ^ L IT?^ 

提示 t 或者用习睡 n 或者繙含使用奠轚拉定理和富比尼定理- 
1 S , 假设 /€ H ( a >, BU ; r > CO * y 为中心在 h 半径为 r 的 I 向圆周，且/在广上没有零‘仏 对 P 画 


0. 枳分 


mLity^ dz 


等于/在 IK _) 内的 雜数. 对产1，2, 3, +.+，这些积分的值是多少？（刪/的零点*)如果用任意 

的炉代替答案又是 ft 么？ 

1队假设 /€ H 《 CJ >, g € H ( U ), a /和#在 U 内都没有零点，着 




2 1 31 .“） ， 


求 fmg 之间另一个简单关系， ^ 

20, 区域，对 2 , l ■■•, 没有任何-十赚/,在』内有穿点，且在⑽紧子 

集上（八}一致收敛〒/,证明：或者/在 ◎内没 有零点，或者对所有 f ( m }^ 
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如果 f 是一个包含每一个 /* ⑺〕的区蜮，且/不是常数，证明 /(n)cd. 

21. 假设 /€ mn>，D fe 倉闭单位 SI 盘，且 u =1时， | f ( m ) | <1, /在这圆盘内必须有多少个不动点？ 
就是说，方程 /U) = z 在圆盘内有多少解？ 

n , 假设 /eiKiB, n 包含闭单位靄盘，|迄丨】1时， i /( z ) i >2, 且 /( o )= i , /在单位 脚盘内 是否定 
有一零点？ 

23. 假设汉 （®) = l + ®/：U + … +5V«U QAz )^ PAz )- l f 此处》二1, 2, 3,对大豹 t 关于 及 Q, 
的枣点位置你能说些什么？要尽可能地指明 * 

况 证明懦歌定理的一般形 式：设 11为平面 上紧集 it 的内部.假设/和 f 在 K 上连续*在 D 内全_，且对所 
有 eeK —13,丨 f ( z )- gU ) I < I /(d I ,則/和 g 在 fl 内具有相同数目的零点- 

25, 徽 A 为«环区域 U: n< UI <r,} t 这里 r'R rt 都是给定曲恵数， 

(a) 证曝柯 西公式 

在下列条件 T 是正确的 : f € HXA }, 

|229| n + 1 < I z I< r! — e ， 

a 

7s <0 — (ri H-t)® -1 * 1 / 2 ( 1 ) = (n — t)e te CO ^ f ^ 2«), 

<lb》 运扇 UHE 明每个 /€ H(A> 都能分解为和式 /=/,+/*， 这里 A 在 E(0| n) 的外部全纯 ， W h € 

H(DC0i r s )> .如果我们要求当 I z I — 的时. f“z)~*0, 证明这个分解式是唯_的. 

(c > 用这分解式使每个对应于在 A 内收敛于/的"洛朗级数” 

SHJ 

一明 

证明对每个/仅有—个这样的级数，并证明在 A 的繁子集上，这级数一致收敛于 /* 

<d ) 若 /€ H < A ) 且/在 A 内有界，证明 /i 和/ ? 这两部分也都是有界的， 

M 上述缮论有 嗛些能 扩充到的情形（或者 n =00，或两者 同时出 现>? 

(f) 上述结论有哪些能扩充到界于有限多个（多于两个）岡周的区域？ 

26. 要求展开函数 



为形如的级数. 

遠样的展开式有多少个？它们中的每一个在 It * 么区域内是正确的？对每个逾样的展开武 * 明确地求出系 

数 

27 . 假设是由不等式 a <; y < 3 决定的水平带形，嵌设 /€ H ( D )， 并且对所有的 /“>=/( 出>‘证 
明 f 粗 n 内具有傅 M 叶展开式 

f(z) = 产， 

一撕 

且对每个 e >0* 这个级数在 Ua 内一致收敛+ 

提示； 映射▲将/变为圆环内的一个函数 ■ 

找出一个积分公式，使系数^能按这个公式由/计苒出来- 
2S, 假设 r 是平面内一条闭曲线’具有参数区间 [o’ f *]， 取孕 r ' 用三角 多项式 n —致逼近证明当抓 
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和《充分大时， lrdr >) = Mr _». 定叉该公共值为 M r 《 a ), 证明该结果不依_于彳 rj W 选择- W 明引 
理 1 CK 39现在对闭曲线也 F 确，并用以给出定理 10. 40的一个不同錦证明 ■ 

29-定义 

/(z) = illW-. ^Tz , 

证明 ：若 I <1 则 若 U I 则 = ^ 

这样，尽管被积函数是关于 z 的全纯函数但/在单位圆盘内不是全纯的‘注意这和處理扣 ■ 7 及习题 1 S 之 
间的差异. 

提示 * 分别在 r < U | 和 r > U | 时计算内积分 * 

m . 說 D 为平面去掉两个点，证_某整满足定理10,35中的 （1) 式的0中的闭路径 r 并不是在0中零伦的1 
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柯西-黎曼方程 


11.1 算子 a 和 J 设/是定义在平面开集内_复函数.把/看做是将 D 映到内的 
变换，且设/在某点有 7.22 的意义下的微分，为简单起见，设这样， 
/的可微性假定等价于_个复数 a 和 / K 在％ =0她/关于: r 和？的偏导数）的存在，使得 

/(:) =喊 +办 + ^{z)z (z — x + ly)f ( 1 ) 

此处当时， V ( js )，0- 

由于 z 和 2i：y = z — 故 （ 1 ) 可写为 

f(z)= 色 + + (幻 


的 形式. 这就启发我们引人微分算子 

3 = 音(去 



H 去 +i ^) 


现在 (2 >变成 

= {a/)(o) + (a/)(o>. j + ^U) (z 爹 o). 


(3) 


(4) 


对实数 s ， ; 对纯虚数 n i/z=~l. 因此，当且仅当 （ 7/)(0)-0 时，/(^)/^ W 
极限为零，并且得到全纯函数的如下特征 * 

112定理设/是13内的复函数，在 D 的每一点上/可微，则 /€ H(m 当且仅当对每 


一点$6:0，柯西-黎曼方程 


( a /) u ) = 0 

⑴ 

成立，在邛钟情况下 * 我 Jn 有 


f ^ iz ) = ( 3 /)(^) (z 6 n ). 

(2) 


^ f ^ u+lVy «_以是实_， ilia ) 分解成一对方程 


U s — 飞 铋 y =一 

此处的下标表示对所 指的变 置求偏导数，这善就是全纯禹数的实部和虚部所蠢须满足的柯西一 
黎曼方猓. 

li . 3拉普拉斯算子设/是平面开集 D 内的复釀数，使得在 D 内每一点和 / w 存在， 
则/的拉普拉斯算乎值定义为 

厶/ 二/ ^ + /妙* 

如果/在13内连续， a 在 r 3___ 点有 

Af = 0 , 


则称/在内是调和的. 


( 2 ) 
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由于 实函数的拉鞞拉斯算子是实 W (如果存在的话）， 显然， _ 个复函数当且仅当它的实部 
和虚部都在 O 内调和时，/在12内是调和#- 
注意，假定/#=/$，则 


= 4 ^ 5 /, (3) 

当/具有连续二阶导数时，这个假定是成立_. 

如果 /是全纯 函数， 则$/=0,且具有任意阶的连续导数 f 因而(:3)式表明以下定理- 
I . L 4 定理 全纯蟲 教是调和的. 

现在我们 转过来 关注调和函数的积分表示*它与全纯函数前柯西公式有着密切 关系. 其中 
它将证明每一个实调和函数埼部地是一个全纯函数的实部_ 阔时它 将指出关于开 圆盘内 一些全 
閥 纯函数类的边界状况的信息， 

泊松积分 


11,5 泊松核这是指函数 

F ,( i ) 


⑴ 


(0 < r < i,t 为实数）. 

—— ao 

我们可以把巧（0看成是两个变量 「和 $的函数，或者以指标， ffil ⑴看成是£的函数族. 
如果 z = re \0< r<U 0为实数），则用 5. 24节做过的簡单计算便可证明 




r s 


2 rcos (^ 一 O 十 P 


从 < 1 ) 看出 


Etc 


P f U)dt - 1 (0 < r < 1) 


< 2 ) 


(3) 


(4> 

⑸ 


从 (2) 得到 P r ( i )>0, F r a ) = Pr(-o t 

PJj ) <； F ,( a ) (0 <^ r<U 丨< 芘）， 

而且 

limP r «) =0 (0< a < n), 

i—i 

这塾是 L 24 节讨论的三角多项式 Q * ( I ) 的性质 • 

今后， U 表示开单位圆盘，即 1)* 而 T 表示单位圆周，即复平面内边界. 
为方便起见，我们如同4, 23节一样，继续把空间 H 丁)和 C ( T ) 与圮上 以化为 周期的■应的 

函数空 间视为相同. 

我们也可以把— 0看成户 rel e 11 的函数，则对任何沒仏丁， （2) 可以写力 


P ( z , e k ) 


1 一 I 艺 I 


I 一 z P ’ 

H .6 泊松积分如果 /6 LHT ) 且 

FCre 诚 )— P〆 沒一 f)/(m 
ZwJ —t 

则在 U 内这样定义的函数 F 称为/ 的泊松积分， 我们有时将关系式 （1) 缩写力 


( 6 ) 


⑴ 
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F ^ 尸 [/! 

如果/是实的 * 则公式 11- 5(2>表明 P [/] 是 

hL 


(2) [233] 

(3) 


的实部.但根据定埋10*7， （3) 定义了 17内的一个全纯函数.圆此 P [/] 是一个调和函数*由 
于调和囊数的线性组合(关于常系数）是调和函数，所以我们证明了 T 面的定理. 

定理若 / eL l ( r ), 则泊松积分 p [/] 在 u 内是调和的， 

下面的定理 表明， 连续函数的泊播_分在接逝1/的边界时表现得特别理想 ■ 

11.8 定理如果 / eC < T )» 并且在闭单位圈盘0上， H / 由 

f/(e 勺 当 r=l ， … 

-( 聯叫 麟 a #0<r<1 ⑴ 

定义，则 Hf € C ( U ). 

证明由于广⑴ > Ch 所以对每一个 g € C ( T ), 公式 11.5(3) 表明 

! PigKre^ |< IUIIt (0<r<l>, ⑵ 

因此 

\\Hgb- 11.^ Ilr (g 6 C(T». ⑶ 

(如同 5. 22 节那样，我们用记号 U IIe 表示 U 丨在集茗上的 上确界 .） 

如果 

gie^y = 念 C ⑷ 

n = — N 

是任意三角多项式，则从 1 L 5(1) 得到 

(Hg)irt^ = e ^ 9 9 ⑸ 


所以 HgECiW . 

最后，存在三角多项式 g *， 使得当时 t || ❸一/参看 4. 24节 ）■ _(3)得到， 
当 jfe — co 时 f 

|| Hgi — H/ |o = II HX ❿ 一 /) lb 4 0, (6> 

这就是读 U 函数在 D 上一致收敛于 H /. 因此 ff / eCO /)* ■ 

蓬遠个定理提供了一个边值闭题（狄利克雷问題） 的解 1 在 T 上给由一个连续豳教 
/,要求在1/内我出“边界值为 / M 的调和函数尺借助于/的洎松积分 7 定理提出了 
一个解答.而且更精确地表述了 /和 F 之间的关系‘与这个存在性定理对应的唯一 
性定理包含在下面的结果中 * 

u .9 定理设《是闭单位围盘 n 上的连续实函数，且《在 u 内调和， 则 （在1/内)省是限 
制在 T 上的泊松积分，直 w 是全纯函數 

( 1 ) 


圆 


ueu) 
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的实部， 

证明 定理10.7证_了/€孖(1/),如果％=&/，则 （1) 表明斯是《的边界值的泊松积 
分.而我们一旦证实了本定理也就得到证明， 

设 — 叫， 刪 A 在 D 上连续（应兩定理 1 L 9于叫），義在 U 内，和，并 M 对于丁的所有 
点， h =0. 假设(这将引出矛盾）对某点％ 6 f /， h ( z ,)>0. 固定6便得 0< e < A (%>， I 同时 
定义 

g(z) — k(z) +c | z | 2 (定 g U )， (2) 

删{而） > e , 由于发 ec ( t ?) 且对于 t 的所有各点有 g =^ 掰以存在一点 a eu ， 在这 
点尽有一个局部极大值.这就推出在和^ <0. 但 （2) 表明拉普拉斯算子值是 
4 c >0 t 这就得出了矛遍* 

因此“一《|<0. 相同的 论证表 明叫一 ，因而并 m 完成 r 证明 * ■ 

11.10 到现在为止，我们貝研究了单位圆盘 l/==!KCh 1) 的情况.显然，通过一个简单的 
变量代换，以前的论述可以转移到任意圆 盘上. 园此我们只扼要 讲一截 績果： 

如果 M 是圆盘 D(CU i ?) 边界上的连续实函数，•且在 D ( a ； 内由泊松积分 

«(a 4 ie ») = ^| _ ^ -2 J & R c 0 rj -0 +^ W<rt +J?e5l)d< ⑴ 

定义 仏 则 a 在 n(q E ) 上连续而在 DUi ID 内调和 ■ 

如果》在开集打内调和 （而且 是实的 >* XDUl 则在 iXw R ) 内 a 满足⑴，且 

存在个定义在内，其实部为《的全纯麵数/，在雜虚的附加常数范围内，这个/唯 
一地确定.因为如 果在睽 一区域内的两个全纯函数有顧同的实部 1 _它们的差必为常数（开映 
_ 射定理或柯西-黎曼方程屬推®^ 

我们把这些概栝地魂成每一个实调和函教局部地都是全纯函数的实部，因此，每—个调和 

函数具有任意阶的 连续鴒 辱数- 

_松积分_样提供了关于调和函数序列的信息 - 
11*1〗眙纳克定理激是区域 D 内的调和函数序列- 

( a ) 如果心― II 在的紫子集上是一致的，则 议 ㈣ 内调和+ 

( b ) 如果叫 …，则或者 UJ 在 D 的紧子集上一致收欽，或者对每一个 

z € i 2 fU n { z )^^>. 

证明为了证 _( a )， fK ® D(aj i ?) en , M 在泊松积分 1 L 10(1)+ 厕代替由于 

f 尺)的边界上是一致的， 所 以我们断定在 D 況)_ «满足 11.10(1). 

在 （ b ) 的证明中，我们■以假定《 1 > 0 (否则用 14 _仏代替叫）， mu ^ mpu a9 A -{^ eo ： 

u ( z )< oo }， 且— A . 选取对 0< r < 況，洎松 核满足 不等式 

R-r ^ 铲一 〆 /況 + Z _ 

R +7 ^ R z - 2 rR € O 3(0 -O - hr "^ R-r 


_此 

K 十 r Xt — r 
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用 M 代替〜，不等式 同样成 立， 幽此 可见，对所有或者对所有 ze 

D(a; 定 ) 

因此 A 和 JB 都是开集；又由于 O 是连通的，所以或者有 4 = 0( 这种情况下就没什么要证 
的），或者 A = a 在后一情况下，单调收敛定理表明在的每一圖 盘肉， 泊松公式对《成立* 

因此 m 在 n 内调和.当连续函数序列单调收敛于一个连续函数时，在紧集上收敛一定是一致的 
([26], 定理 7* 13). 这便完成了定理的 证明， ■ _ 

平均值性质 

1 L 12定义如果对每一个2：€17,对应一个序列彳 rj ， 使得匕>0，当找时， r „ — 

0,且 

u (^) — w ( 艺 + r rt e”df in =~ 1 *2,3 r …）， ⑴ 

t ! JCJ ™ 

则称在开集 D 内的连续函数 w 具有乎均值性质‘换句话说，等于 m 在以 z 为+心1半径为 
r n . 的圆周上的平均值. 

注意 * 泊松公式表明，对每一个调和函数心且对每个^便得 DU ; r ) CO , (1>是成立 
的.所以调和函数满足一个比刚才定义 W 还要强 些飾平 均値性质. W 此下述定璉可齙会使人感 
到意外_ 

11.13 定理如果连续函数“在开集 il 内具有平均值性质， 则“在 内调和* 

证明为证此定麵，只需对实的®*证_就够了 * 園定 B ( cuR ) C ： a 泊松积分给出一个在 
DGiD 上连续、在 DQiR ) 内调和、而在 CKw R ) 的边界上与“ £合的函数 L 
凰令 w = sll pU (幻 ： z ^ Dia ； R )}. 假设 rn >0, 并且设 E 是使 y ⑴的所有 z eBU i R ) 的 
集-因为在 DU ; JR ) 酌边界上所以 £ 是1><以 R ) 的一个紧子集，因此存在一个 
使得对所有 z € B , 

].£ ■。一 ◎ | > | 总 _ . « | ■ 

对于所有足够小的〜以☆为中心， r 为半径_圆至少有一半在 E 的外都，所以对应的 c 的平 
均值都小于诙為），但⑥具有平均值性质，國丽得出了 矛盾. 这样，加 = 0 ，故 < 0 , 对一 11 
可应用相闻的论证 * H 此有或在 D( fll !?)_ 又由于 ma ; 及)是 il 内一个 任意的 

闭圆盘 • 所以 *1 在 D 内调和_ " 

定理11.〗3导出了全纯函数的一个反射定理.所谓上半乎面打™暴指使 J > 0 的所有 

i + iy 的集；而下半乎面 JT 则是由虚部为负的所有 f 组成* 

11*14 定理{施瓦茨反射原理）设 L 是实轴上—条线段， fi 4 是玎 ―内的 区域，且每个 
是一今开®盘认的中心，使得 n h nD , 位于令是 ir 的反射： 

,0 ^ u: $ 6 m 

设/=#+洳在内全純，且对收敛于乙的某个点的 ii 4 内的每一个序列有 

= 0? 

wans 

則在 IT ULUO 内有一个全纯函教 F , W 内使得 F ( z )= f ( z ); 这个 F 洪足关系 


(1) 國 

( 2 ) 
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FG ) - FCiy (z e I 2 + U L U IT )- (3) 

定理断定 / 能扩展为关于实轴对称的一个区域内齡全纯函数.且（3)指出 F 保持这个对称 
性.注意，连续性假 tt (2) 只是对于/的虚部提出的. 

证明 = ULUO ^ 当 E 6 L 时， 定义 iKe ) = G s 当：€0 时，定义 — xKh . 

由此 我们把 w 扩展到二这就立®得出，在 n 内取 连续且具有平均值性质，所以根据定理 


11. 13, XI 在 D 内调和. 

H 此1在局部上是一个全纯函数的 虚部* 这就意味着对每个圆盘认对 应一个 
使得 Im / 产从在附加一个实常数的蒗围内，每个/,由①所确定.由于/一/,在区域 D , nU + 
内是常数.若違个常数选择得使之对某个 zeD { nn + 有则对所有£&认[1/7、 
结论同样成立.我们假定对函数乃是进行过这样修 正的. 

由于在！^!：^二 0, 所以力在《处的勝有各阶导数都是实数.故/，按之一 r 的幂级数展开式 


國 


只有实系数，由此可见 

/ f U) = JJz) iz € O f ). ⑷ 

其次，设 unD F #0, 则在 Armnzr 内 /，/=/,; 又由于 aha 是连通的， 所以定 
m io . is 表明 

f t iz) = Mz) e d ( n D t y (s) 


因此定义 


F ( z ) 


/(z) 当 ) s e n 十 

f t M 当 zea 


/ G ) 当 ^ e ir 

是相容的-而尚待证明_是,在 13 内全纯.如果 JXq r ) C ：0' 则 DGiir):CZa 
个 r )， 有 


fiz) = ^c n G-a}\ 


因此 


Fiz) — ^ 


{z t D ( a ; r ))* 


这就完成了明. 


( 6 ) 
所以对每 

(7) 

⑻ 

■ 


泊松积分的边界表现 

11.15 我们的另一个_标是找到有关 t 丄的测度和-函数的泊松积分与定理 n . s 类 
似的结论. 

假设相对应于 U 内的任何函数汉，我们定义 T 上的一个函数族‘如下： 

a r (e^) = u(re^) CO ^ r <C 1 )* (1) 

这样，我们本屢上是把 w 限制在以 0 为圆心、半径为 r 的®周上，只不过把定义域移到了 
丁上. 

利用这个术语，我们可以把定理 1 L 8 叙述如下： 
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如果/€ CXT)JL p [/] ,则当 r^l it , F r —致趋向于 /, 换言之, 


iim || F r — / l 1 -^, =0， 

r -^1 

这当然就推出 r 在丁上的每一点处，有 

(2) 

limFW ) = /(外 

(3) 


若考虑 （2) 式，我们很容易发现（定理 1 L 16) 在空_中相应的依范数收敛的结论也成 
立.如果像 （3) 中那样仅租考虑径向极限，我们将研究 I /-函数及测度的泊松积分的非切向极 
限，第7章中_微分理论将在这个研究中起到很重要的作用* 

11,16 定理若 1< 多 <00, /€!/( 丁）且 m=P[/], II 


II ^ II, < 11/11, (0<r<l). 

CD 

若多 <™, 则 


!im j' u r ― f ||p = 0. 

r—1 

(2> 

证明如果我们将詹森不等式 (或霍 亡德不等式)应厕到 


U r (^) — ：- ^ f(t)P r (d—t)dt f 

^'JTJ —it 

(3) _ 

则可以得到 


1 ^ien ；^fr i m n (没 〜油， 

—K 

(4) 


如果我们再对0在[一心 71] 上求积分并运用窗比尼定理，则得_(1)式， 

注意公式 H . 5(3) 在这个推导过_+用了两次 • 

要证眷 ⑵，任给£>0,选取托 CCO 使得 / L < e ( 定理3]4)，设 f PO ]， 则 

u r — f = ( - xv > + ( 取 。r — 裒 ) + <容 — / 乂 （5) 

由 （ i>， II \\ p ^ II ( u — v) r It f—g 从丽对所有的 有 

il «r — / \\p ^ 2e + II t/ r ^ g lip* (B 》 

又國为 IN , —容 dU 且由定理 1 L 8, 后者当时趋向于 a 这就证明 r ( 2 ). ■ 

11.1? 测度的泊松积分若 P 是 T 上的复 測度,且我们需要将 T 的积分替代为 W 上长为 
以的区 闺上的积分，由于声可能集中在某些点上，所以这个区间必须是半开的.为了避免这 
种问题(诚然，可能性很小》，我们将在下文中保持圆周上的积分，弁旦如同公式 1L5 ( 6 ) 
祥，在下面 的表达 式中记 y 的泊松积分 

tt ( z ) - iz e u )* ⑴ 

其中 Piz^ 〆）=(1 一 丨之 1 2 )/ I ^ — Z 1 2 . 

这就是定理 lU 可以直接应躍而不必换成测度上的泊松积分的 原因. 这样 ， 由 （1) 定义的 
M 在 L / 中是调和的. 

置 || _ || =丨# | ( T ), 则与定理 1 L 衫前半部分类似的缮论为 

|[ u r ||i = 占二 I u{re w ) I d$ < l| ^ II ■ ⑵ 

餐褥到这一点，将（ I )中的 p 替換为丨 p 丨，运用富比尼定理，膊利用公式 11. 5(3) 即可， 
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11 J 8 通近区域对于 0< a < l , 我们定义 a 由圆盘和从3=1到阒盘 EKO ; „) 上 
的点之间的线段的并构成, 

换旬诘说， a 是一个包含 d ( o ; w 且使1在其边界上的最小的开凸集.在附近 ， a 
是一个角，它被 U 内终点在1处的两条半径切割而戚，张角为2仏其中 a = sinl a 内逼遞1 
的曲线不能和 T 權切.这样，认称为不相切逼遮区域，顶点为 1. 

当 a 增大时，区域 a 是扩大的，它们的并为而交为半径 [0, 1), 

将 a 适当旋转使之顶点在 #，这样所得到的区域记为 

11* li 极大函数 若 0< ir<l 且 II 邊任何以 L / 为定义域_复邊数，其在 T 上的不 相切极 
大函数 定义为 


(队||)(#): 

= supi 1 uiz ) : 

^ 6 € 


( 1 ) 

类似地， W 的径向极大函数为 

(M ffyLW )(e k ) - 

= su.p{ | M(ri ,f ) : ； 

0< 

r < 1}. 

(2) 


若 m 是连续的且 A 为一个正数，则使得上述任何一个极大函数<2的点集是 T 的一个闭子 
集.因此，^都是了上的下半连续函数 T 特 别地， 它们是可测的. 

显然， 且 M 者随着 a 的增大而增大* 着* ^ P [ cW , 定理 】 U 20将说_ N / 
的大小依次受7, 2节中定义的极大函数％(取 1=1) 控制.然丽，如果我们用 ff = ^ t /2 ir 替代平 
常的勒风格测度观* «号会简单许多 * 则 g 是7上_一个旋转不变的正博雷尔测度，于是是正 
规_ , m ^( T ) = L 

因此，现在被定义为 

(M^*)(e w ) = sup [^ 7产 ⑶ 

其中上确界取遍所有中心在釣开弧 Jc ： r ， 包括 r 本身(尽管 r 显然不是一条弧） ■ 

类似地， T 」_ 测度"的导数为 

( D ^) Ce ^) - ⑷ 

当开弧收缩到它们的中心 〆 时，且，是 /6 LUT ) 的一个勒 W 格点，如果 

\hn /(，)卜= 0, ⑸ 

其中同 （4)+— 样 收缩. 

若如 =/ df + d 的是 t 上的一个复博雷尔测度的勒 K 格分解，其中 / euai 且 a 丄0，由 
定理7, 4、7,7和734我 f ] 知道 

a{M}jL 户 II， ⑹ 

且几乎 T 的每一个点都是/的勒 W 格点 ■ D/f /* %?，二0 a * e，[d 

下面我们将发现，对于 T 上的任何复博雷尔测度户，调和礙数 P [ d /4] 的不相切函数和径向极大 
函数都受控制.事实上，如果上述任御一个囊 数在了 的某一点是有限的，则另一个必然也 
是.这可以结舍定理 U . 20和习题 W 看出 • 
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11.20 定理假设0<£|<1,则存在一个常数满足下面的性质：若 是了上 的正有 
限博雷尔测度且 u = 为其洁松积分，则不等式 

q(N 0 M)(e 邊 X (M^uHe^) < (M 产>(，） ⑴ 

在每一点 e 。 6 了成立. 

证明我们将证明当0^0时 （1) 式成立.只要在这个特殊情形下运用旋转测度辨 （ E ) 二 
〆 €%：)即可 ffi 明一般 情形. 

因为 j e k ) d ^( e k ) f 如果我们证 _ 

c , P ( z ^)< P ( \ z |, e ” ⑵ 

对所有的 ^0, 和 e&e T 成立，则 （1) 式的第一个不等式自然也就成立了 ■ 由公式5(6>， 

当丨^ I 时， 《) 等价于 

c fl | e^ 1 — ^ T <1 e Jf - z ⑶ 

由 a 的定义我们知道丨/(卜0在认中賓界.假设为 l 國此 

| e « - r I < | ^ -Sf | + U-r |<l e ir -^ 1 丁 h(l 一 r ) < (1 +7 a ) 1 P — 之 h 

于是令(^^(1 +炙）- 2 则（3)式成立.这就证_了（])式的第一部分 • 

对〒第二部分.我们必须证明 

| F^Od^^) < (%>C1> (0<r<l), ⑷ 

固定 r , 选取中心在 L 的开弧 her , 使得 LdC … aid , 并令1 = 对于 Kj <« ，设 
1为1 的特征函数，并设心为使得 T 上 hKP , 油最大正数■定义 

K = 2 (hj ― ^ j - t -] )Xj * ⑸ 

其中因为|>乂|)是关于 f 的偶函数且随着 * 从0增加到 it 是递减的，我们可以发现 
且在 J 』一 I — (令 L = 上 Mp 的定义告诉我们 

#([)<( 释）⑴以 6), " ⑹_ 

画此，设我们有 

[ K d /^ ^ 2 (办 i — 办汁1 (hj — Aj+i > tr ( h ) 

J t fri j-i Cl ) 

— mJ K dd ? ^ iVf | P r d (? ^ 

最后，如果我们选取孤 L 使得它们的端点构成 T 的一个精细划分，我们将得到在 T 上收 

敛于的阶梯函数1因此由 （？) 可得到 (4). = 

11.21 ft 切 向极限 一个定义在 U 上的函数 F 称为在点#€1处有非切向极限 A ， 如果对 

于每一 ^ s£r <l ff 以及内每一个收敛到的序列{々丨都有 

limF (^) = A , 

1122定理 如果 "是 T 上的 正博 雷尔測度且对予某个$則其泊松积分 
P [ dp 〕 在 e •处有#切向极陕 
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画 


证明 由定 X * 题设 0 可以推出当开弧 JCZT 收缩到 它们韵 中心#时，有 

\lmpt( D/gU) - 0. (1) 

任给^>0,存在其中一 个开弧 C 比如使得对任何 JCJp 只要1_中 心在 e "% 则必有 


fiiD<m(D, ( 2 ) 

设#限制在 f 上为抑，令叫尸^一州且％为化 （ i =0，1) 的泊松积分.假设 A 在某一区域 
，内收敛到麵％和 T — I 。 的距离大于某一正数.当 j — oo 时，枳分 

uxiz ,) - \ P ( z j re t } dfiW l ) (3) 

J T. f fl 

在 T 一4上一致收敛到因此 

limi *! izj ) — 0, (4) 

J-P-OO 

然后利用 (2) 式并结合定理 11. 20 得到 

c a (N,noH^) < (5) 

在扣 ■中， M 0 ( z )<( Ku 0 Xe ，). 因此 （5) 式蕴涵着 

Mm sup 梅 （ a:』 > ^ e/c a ^ <6) 

國为 w = ^ + 叫而 E 是任 意的， （4) 式 W (6) 式给出 

limw ( 之 /> = 0, ⑺ 

j — 

■ 


11,23定理 若 /€ LKT ) , *1 JP[/] 在/的每一个勒贝格点，处有非切向极限 /(#)■ 
证明假设#为/ 的一个 勒贝格点.不失一般性，通过将/减去 一个 常数我们可以设 
/(#) 二0,则当开弧 KZ 了收缩到它们的中心/时，有 

lim \ f \ da = 0 . ⑴ 

定义: T 上的一个博雷尔测度户为 

/i(E) = j E 丨/ 丨如 f ⑵ 

则（ V )式可改写为因此由定理 11.22, PC %] 在# 处有雜切向极限 0. 这对于 


PLf ] 同样成立，園为 


I P [/3 l < P[l /□ = P [如 ]• 


(3) 

■ 


后两个定理可以组合飾 T * 

11,24定理若 ^ = / Af+dp 为丁上的复博雷尔测度的勒瓜格分解，其中 /€ LUT )» 

外丄 cr , 則 P [ d / J 在凡乎 T 上所有的点处有非切向极限 /(#)• 

证明分到对内的实部和虚部的正、负变形应用定理 】 m 苒对/应用定理 23 即 

可， ■ 

下面是定理 1 L 20的另一个重要结果- 

1 L 25 定理 对 f 00<1和存在常数 A ( ar , />>〈oq 满足下面性质 ； 

(a) 若"是丁上的一个复博雷尔刪度且 m = 则 



m 
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> A } (0< A <-). 

( b ) 若 /6£/( T ) 且技 - P [/]， 則 

II Ku \\ f ^A( & ,p) ||/II” 

证明结合定理 11. 20、 定理 7* 4 和定理 8 . 18 证明中醜不等式 （7) 即可. ■ 

若 [知] ，则不相切极大函数是厲于弱 L 1 的，且若存在某函数 /€ I / CT ) (夕 >1) 
使得 wzPLf ], 则它们是属于1/的*后面这个结果可以看成是定理1136第一部分的一个加 
强形式， 


表示定理 


11,26我们怎样才能判断内 的一个 调和函数是否 为泊松 积分？前面的定理(定琿 11* 16〜 

定理 11. 25) 包含了一系列的必要条件 • 我们看看最简单的情形：函数族 U ,: 0< r < l } 的1/有界 
性就是充分的！國此，特别地，当 r — 1时， || 〜|| ij !! 有界性蕴涵着在 T 上几乎处处存在非切 
向极限.因此，如 闻我们 在定理 〗 丄30中看到的一样 * »可以表示为一个测度的泊後积分* 

这个测度可由函数 I 的一个所谓的“弱极限”得到*弱收敛是泛函分析中的一个重要话题. 

我们将用另一个重要概念（称为等度连续慷 > 来接近它*等度连续性将在后面与所谓的全纯函数 
1 的“正规族"一起讨论. 

11.27 定义设，为具有度量 p 的度童空间 I 上的一个复函数族. 

我 ff ] 称5^为等廋连续的，如果对任意的 s > 0 ， 存在^使得当点对’满足 〆 a 
时，对任意的/€麥有 I / Cr ) 一 /(： y ) I <€(特别地，每一个/€’都是一致连续的 >■ 

我们称 f 为逐点有界的 * 如杲对每- '个存在 mu )< oo , 使得对任意的 / e 穿■都 

有丨 fix ) | 

11.28 定理 （W 尔泽拉-阿斯科利） 假设賢 为度量空间 X 上的一个遂点有界的等度连续的 
复函数族，且； f 包含一个可數稠密子集 E . 

^ 肀妒 任柯一个序列{/胃}存在一个在：的任何一个紧子集上一致收敛的子序列 • _ 

证明设 x ,， X ,,…为£：中的点的枚举，并设 S , 表示所有的 IE 整数构成的集含•假 
设且无限集5 4 iCis 。 已经选取好了_因为为一个有界复数序列，它有 
一个收敛子序列.换言之，存在无限集使得极限 lim / w (办）当《在3*中趋_于无穷大 

时存在1 

设4 为& 中的第 A 项（相对于正整数的自然 排序》 且令 

S = { r ^， r ” r 3 ，… }* 

对于每一个&， S 中最多有々一 1项不在&中. 

因此，对于每 一个文 €£，崔《在5中趋向 f 无穷大时极限存在. 

(这种通过来构造 S 的方法就是所谓的对角过程，》 

现在设为 紧的， 任给 e >0, 由等度连续性，存在灰>0,使得 〆 />， ？)<# 时蕴涵着 
| j N ( p )— y ；( g ) 丨 <e 对任何 n 成立.用半径为的开球私， Bp …‘覆盖因为 E 
在 i 中稠密，对于存在点九6执 riE . _为九€五，当12在 S 中趋向于无穷 大时极 
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限 Um / JpJ 存在. 圏此存在正整数使得若 m > JV ， m > N 且 mfS , TteS , !M 

I — fmlpi 》 |<6 

对所有的 i = l . …， M 成立. 

最后，选取:则存在 f 使得： r € B ifl 且 〆 X , p t )< s . 由我们 对&和 N 的选取可知， 
如果議 > N , a > N 且爪 € S , «€ S , 则 

I |< 1 /„( X > — f m i pi ) |^l — /« (九） l+l — I 

<€ + £ + £ = 3 f - ■ 


國 


XL 29 定理假设 

( a ) X 为一个可分的巳拿姑空间. 

( fc ) 为 X 上的一个线性泛函序列， 

( c ) sop II A „ II = M < ㈤ , 

nr 

则存在一个子序列 uy * 使得板限 

Ax = limA* x ⑴ 

* 

对所有的存在，兩且 d 是线性的， II A II 

(在 这种情 況下， A 称为序痛 {Aj 的餌极跟；见习题 

证明 根据定义，称X是可分的，是指叉有一个可数的稠密子集.不等式 
| Ajo \ <M H z ! l ，丨 A〆 一 il / 丨 <M H x-x^ II 
说嗎 {A,} 是逐点有界和等度连 续的. 又因为X的每一个点都是一个紧子集，定理 1US 说明 
存在一个子序列{儿 } 使得当时，对每一个 〖 iL ') 收敛.最后定 X A 如 （1) 式即 

可. 显然 Z 是线性的，I! ^ II <M. 一 ■ 

为了下面的应用，我们回顾一下 s C(T) 和 I7(T)(#<oo) 为可分的巴拿赫空间，因为三角多项 
式在它们中稠密，又因为我们只需将三角多项式的系数限制在前面所说的复数域的一个可数稠 


密子集上* 

11. 30定理假设 w 是1/内的塽和函数，且 

sup || 札 = M < 吟 

0<r<l 

( a ) 若 ？ 亡 1, 則存在唯一的 T 上的 1 博雷尔蜊度户使得奴二户[%1 

( b ) mp > i , 刑存在唯一的 /€ P ( : n 使得1^凡/]- 

(e) L 7 内的任 一个正调和函 数翱是 丁上的一+味一正博雷尔蜊度的泊松权分‘ 
证明首先假设定义 CXT) 上的线性泛 ® iL 如下， 


Arg = gu f da 

■J T 


(0 < r< 1). 


( 2 ) 


由 （1) 式， l| il, « 再由定理 1L 29 ■定理良 19, 存在 T 上的一个测度〆 lb II <M) 和一 

个序列使得对任何的 f € C ( T ) 有 


Lim gu r 6 a = gd 户 

T t i T 


(3) 


令 ~(z) = «(r 卢》，则~在以 内是调和的，在 P 上是连续的 * 因此其限制 在了上 的泊松 
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m 


积分也是调和和连续的.固定应用 （3) 式和 

g ( e u ) — P (^ te k > t (4) 

囡为 ' (e ”， 我们得到 

mC ^ t ) — litti u ( r ^ z ) —lim kj ( z ) 

J i 

= llm ^( z , e)hj (^) da (^) 

= ^P{z f e u )df,{^) - P [ d^]UX 

若 l < fi < oo , 设 g 为 p 的櫥数共轭，则 LHT ) 是可分的.我们像 （2) 中一样定义儿，個是是对 
所有的 geLHTX 然后， !1 A , 1 像上簡一样针对定理6, 16和定理 il . 19迸行推导得 

到 I 存在 / eHT > 满足 || /||,< M , 于是将如换成/如后( 3 )式对所有的宮 6 L 气了)成立 * 剩 
余的证明和情形 p -=\ 中一样. 

这就完成了 <a) 義 （b> 中存在性的证明 * 要证明唯一性，只需证明 P [知]= 0蕴涵 
任给 /6COX 令议㈢ PCil, v ^ Plial . 由富比尼定理及对称性汽 re% #)-P(re k f 


当 v = 0 时有 v r = 0 ^ 且因为当 
有的 /€ C ( T ) 有 


^ r fdij (0 ^ r <C ^ (5 》 

致收敛到/，我们得到结论 S 若斤[如]= 0,则对所 


1/如 


由定理 6. 19，我们知道 (6) 式蕴涵着^ = 0， 

最后， （ e > 是 （ a ) 的一个推论，因为由调和函数的均值性质， ti >0 蕴涵着 （1) 式且户 


I M r | d ? 


r d^' — i#{0) (0 < r <C 1). 


< a > 的 ffi 明中使用的 泛函瓜 此时是正的，因此 ■ 
|1 # 31因为全纯函数是调和的，前面的所有结论（尤其是定理 lll _ H 1L U ' 11. 25、 
1 L 30最为明显）都能运用到1/上_全纯函数上.这就引出对空间的研究 * 这是第1?章申 
将要提到的课题 * 

现在，我们将给出其中一个应用，即运用到空_籽*中的函数上去.由定夂，这个空_ 
是指1/内的所有有界全纯函数构成的空闻 * 其繼数 

II / 1 U ^ § up { I / U ) I ： ^ € 

将 JT 映到一个 E 拿赫空间中. 

像前面一样， 我们用 l ° mt > 表示 r 上所有的本质有界函数（等 价类〉 构成_空_，范数为 
本质上确界范数，相对于勒贝格测度.对子貧€1^(丁>， IlgllU 表示 I 尽丨的本质上确界- 
11* 於定理对于每一个存在一个函數 /* f : 厂 " （了） ，几乎处处定义为 

/■ (，）⑴ 

使得等式 II / 1 U = II /* IU 成立 * 

若广 （ e ») = 0 对 某一弧 JCT 上几手所有的点 ed 成立，則对所有的有/(|)=0， 
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(一个值得考虑的更强的唯一性定理将在后画定理 15.19 中得到，也可参看定理 17.18 
輒 17/19节 , ） 

证明由定理 11* 30* 存在唯一的使得/ = P [ g ]_ 由定理 1 L 幻知， 当 f * =g 
时（1>式成立.不等式 ll / K«r IU 可从定理 1116(1) 申得到，相反方向的不等式是很显 
然的. 

特射地 * 3 r =0 a . e . ,則 II 广 IL =0， 因此 ||/||「=0,从孢 /=()■ 

现在选取一个正整数《使得 J 的长度大于 2 tr / m 设 a = exp {2 ici / 斛且定义 

F(z) ^ (z 6 Wy < 2 > 

则 FeH 00 且在 T 上几乎处处成立，因此对所有的成立.如果/在1/中 
的零点集 z (/) 至多是可数的，则 Z ( F ) 也產多是可数的，園为 2( F ) 是由 Z </) 经旋转得到的” 
个集 的并. 但是 Z ( F >= U ， 因此由定理 1( X 18, _ 

习题 

1. 设《和 w 是平面区域 J 1 内的实调和函数.在#么条件下_是调和的？（注意答案强烈地依_于本问鹿是就 
实函数提出的这一車实证明 d 在卩内不*调和的，除非 41 为常数「对哪些 / eHOi 》， I / M 是调 

和的? 

Z t 谶/是区域3肉縛复闲数，且/和/ 2 均在 D 内调和*证明$或者/或者7在0内是全纯的 ■ 

3. 如果 U 是区域 fi 内的偁和甬对于使 u 的梯*为零的点集你能说些什么？（这个集就是使的 

点集 J 

4. 证明倜和函数的每个偏导数是调和的. 

通过直接计算验证对每个_定的“ f ) 是 r # 齣一 个调和 函数.通过证明 P [如]的每个偏导数等于財 

廢的核的偏导数的积分，推 iE (不渉及全純函数） T 上每个有限博甫尔测度 p 的泊松积分 P [如]在 U 内 

阐和,. _ 

旦/在《内没联零点，通过计算】郎丨/ I 的拉普拉斯箅子值证明_丨/1在 n 内调和■有 

没有较容易的方法？ ^ 

6. 设 / eHO/>t A 处 u 是开单位圆盘，/在口_是一一 a ^/ iw , i f ( z )= i ：€^\ 優明 fi 的面积是 

n^n \ c. P, 

提示 s /的雅可比行列式是 I / I 2 . 

7, U } 如果 /e HCH ) ,对 f ( z )^0, 且 _ oa <!»< oo , 通过证 明公式 

c/7>)= ( 史。 I / 1” I / is 

其中♦在 (0, oo ) 上是二次可微的，且 ， 

—岭鮮 ( t .) + tjf it ) 

来证明 

ACI/IO \f \ r2 I /l a 

( b ) 设丽#是定义域为/《0>的复函数，它有逵续二酚偏导数■证明 

△]>*/] = [ tA ^> ' f ] *t / i 1 . 

证明在中〔《?)=飘 I w I ) 的特殊情况下 * 匕式软是（》>_结果* 
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& 设是一个区域，对于 h 3 f.emmr 〜是/„的实数， uj 在 n 的紧子集上一致收敛，且 
至少有一个使得 《/ B u )} 收敛 T 证明{/ 8 )在0的紧子集上一致收敛+ 

亿设 M 是区域内的一个勒贝格可瀾函数 T 且《局部地厲于 XA 这意味着 I w I 在 U 的任何紧 F 集上的积分 
是有限的，如果^满 S 如下形式的乎均值 性质： 当 ® U ; r ) C !3 时， 


u(a) 




I ^{art^djrd^ 

Wal #■> 


i 正明 M 是调 聯的. 


10,设 J 二 [>, «是实轴上的一个 K 间，炉是1上的连续函数，且 

/M = M, f^ 4t ㈣ a 


证明对每个实数1 

lim [/( j ;+ k ) 二 /(z — k ) ] ( e >0) 

1—0 

存在,并用 f 求出它. 

如果我们只假定则对结果有怎样的影响？在 史具有 左极限和右极限的点$独会怎么样？ 

11. 设 I = U ，&], 13是一个区域 ， f 匚 /在连续， D ， 证明实际上 /€ H ( fl ). 

用另一些集代替 I ，使之可以推断同样的结论 • 

12 h (哈纳克不 等式） 设 D 域， 尺是 J 7 的紧子集’ ^60,证明存在正数《 和# (依赖 a , K 和 H )， 使得对 

(I 内每个正调和函数及对所有1 C ， 

m ^ u{^) ^ 0u(sif ). I 剪 0 | 

如果 Ud 是 13 内一个正调和函数序列，且〜（々>—*>,描述 {* U 在 O 的制余部分的状 E . 对的作 
闻样的叙述，说明 （ u H | 的正性这 一假定 对这些结果是本质的 * 

13, 设**是11内的正调和函数且以0) = 1，以有多大？可以有多小？试给 出最鮮 酌珂能的界限 ■ 

14, 对于线对 L " 是否存在这样的实函数，即它们在整个平面内调和 * 面在不値为零的的所有点 

处为0? 

15. 设《是 U 内曲 E 谰和函数，且对每个 ^#1* 当时 0. 证明存 在常数 f ， 使得 

«( re a ) = cPf ( d ), 

16. 这里是 U 内不恒为军但其所有的径向极限为零的调和函数的例子 

«“卜 ]. 

证明《不是了 上任何 测度的泊松积分，并且不是以内两个 1 E 调和函数的差 - 

令#为 U 内使 M 0) =1的所有正调和函数 的集. 偃明中是凸集并找出击的极值点* (称 a 集畲 内的点工为 
中的一个权值点 - 如果对 f 在啻内的任何线段，其两个端歲 _与1 不园时，$就不会落在这个线段上 *) 提 
示；如果（:是凸集、该集的元素是 T 上全变差为1的正博雷尔澜度，证明极値点恰好是那餐 pec , 

使 m At 的支集仅 A t 的一个点组成， 

11令 JT 为巴拿赫空_叉削偶空隊如果対每个当 coo 时，讎 X . 内的序列 u ,} 弱 
收致于 A € X , ■注意，当按 JT 范数时，则-定在弱收敛意义 K A _ 4 (参看第5車习題8，）邀 

命@不一定正确■例如，在』町)上， g 函 /_>(«) 弱趋〒_据贝塞尔不等式德这觀涵的每一个 
都具有范数 1. 

证明如果 Ud 弱收敛 ， WU A . II 丨必定有界+ 
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19* U > 证明若占 =1 — r 則沙 〆 $>>1. 

( b > 着户>0, « = F [ d ^] t 且 J a CT 为中心在1长为2邊的弧、《晒 

/iC/#) ^ A* ( 1 ^ * 

且因此 

( tr ) 碁另# 有# 丄 m ， 证明 

M ( re w ) 今 oo a , e , [芦]. 

提示 f 运用定理 7. 15, 

20. 飄设 E [ T , ? w < E > = 0. 证明存在 /6 fT 满足/(0) = 1，且®每一点处有 

limfir^) = 0 * 

r^l 

提示*找一个 下半连续函数 #€ LUr )， 分 >0 凰在 £上每一点 处少二 + °°. 存在一个全纯函数 装， 其实部 
为 PM , 

21+ 定义函数 /€ H < U )_ geH < U ),/ U ) = expKl + y / Cl ， rM ， 客⑷=<1 i > exp { —/ U >} ，证明：对毎 
一个# ei \ 

g * (^) = liwLjgCre "*) 

F -^\ 


國 


存在， ag # ectT >, 但客€»' 

提示 t 固定 s T 令 

— (+ IS - I 
Zt ^ t + h +1 


(0<t< 


对确定的 s 的值， ㈤ 时 ， I 

22. 假设《是1/内的调和函数，旦彳《" G < r < U 是 iJ < T ) 的一个一致可积子巣（见第6章习题10>，修改定理 
11* 30来钲明 i *= JPUQ 对某个 / eP ( T ) 成立， 

23, 设良 = 2™* 息对 z € t / 定义 

QO 

uiz} = n~~ { P ( 愁， e 、) 一 _P(s-e tf ’）K 

证明 s “是 r 上某一澜度的泊松积分，当 一 1<之<1时， u { x ) = 0 . 但是.当 r +0 时， 

nil — € + k ) 


是无界的 C 从而 U 在1处有径向极限，但没有非切向极限）. 

提示：若 esin # JE 分小， c + t£t M 

PU,e” 一 PU ， e，）> 1 /e* 

24. 设0山)为如 5. 11 节中所萊的狄利克雷核，定义费耶核为 

Kn = ^jqrjCDo + Di + …+ D n ), 


令 i ^ CDsniinCN ，^/ N^)i 证賴 

JC ㈣ ( i )= 去 


1 — oo 禮 I 

1 一 cos? 


^ JLn ⑴ 


11卜釦<2, 
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■用以上证明函数 /C LitT 》 齣傅里叶級数的部分和％ 的霣术 平均值 

S * 十 Si + ■…+知 

办 " ' N+1 

在/的每一个勒贝格点錄都收敛到 /< e a X <证明 supU N | 受 M / 控制 t 这个过程和定理 】 L 23的征阐中 
一样 . > 

25. 若1<夕€«且/€以(耙>, 疵明 在上半平面中 （/* 亀 > U)JS z + U 的调和 函数. 【~的定义凰9,7节，它 
是上半平面_ 泊松核 *) 




第 12 章最大模原理 


引言 


12,1最大模定理 （10* 24) 断定常数是其绝对值在域的任意点具有局部极大値的唯一的 
全纯函数. 

我们复逑如下 ：如果 K 是有界域 O 的闭包，若/在 K 上连续兩在 D _全純，则对每一定 
€ i 3， 有 

I fiz) |< II /IU. ⑴ 

如果在一点等式成立，則/是常数. 

((1) 的右边是 I / I 在 D 的边界3 0上_上确界_ ) 

因为如果在某点 I f(zy I ^ I ] / L 0 » 则 I /| 在 if 上的最大值实际上在 n 的某点 
达到.（由于 K 是紧的，此最大值在 K 前某点达到 .） 根据定理 10. 24,所以/是常数* 

等式 ||/ IU = !1/' 1 U 是定理 11. 21的一部分，它蕴涵 

I f(z) 1< || /* tl,, (疋 e LJ；/€t h- (U)). (2) 

类似于 （ i )_ 陈述，这就是说(粗略地说） 》 I/(d 1不大于/的边界值的上确界，但这时 
不需要/在 ti t 连续，而只要在 u 上有界就够了 

本章包括最大模定理的进一歩的推广及一些麵当 * 著的应用，并用*个定邏作为结束，它 
指出最大值性质"几乎”完全刻画了全纯函数类， _ 

施瓦 茨引理 

这是通常给如下定理的一+ 称呼. 我们仍然使用 11. 31节中规定的《号. 

12 . 2 定理设 I | / IU <1, 且/(0)=0，则 

I f(z) i<i ^ I ueio ， ⑴ 

|/ C 0) t < L ⑵ 

如果对一个② el /—{0} ， （1> 的等号成立，或者 （2) 的等号成立，則 /( z )= Ae ， 此处 A 是常教， 

| A I = 1 . 

用几何语言来说，这一假设就是说/是保持原点不动的 U 到 U 内的一个全纯映射，结论 
部分则是谎或_/是一个旋转，或者/将每一个彳 0} 变到比原来更靠近原点的地方- 
证明 _于/(0)=0*所以 /($)/$ 在怎= 0有一个可去奇点《因此存在一个总 e H ( U ) ， 

使得 f (^)^ zg ( z) r 如果 S：€V 且 u I <r<TL， 则 

,,,^ I f ( r ?) I 〆 1 

1 giz) l< max 上 _l < 7 
Q f 7 

令 r^l， 可以看到在每一个# U 处有 I I <1. 这就得到了⑴‘由于 /'(0)=質 ⑺），所 
以 （2) 成立 • 根据最大模定理的另一个应用，若对某个 tea, I i 则 K 是常数. ■ 

借助如下把1/映到17上的映射 ，珂以 得到施瓦茨弓 I 理的许多变形 ■ 
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12,3 憲变对任意 06U , 定义 


第 12 聿 




私 （：）= 



射. 


12.4 定理 固定 則和 是将 T 映到 i r 上， U 映到 U 上和将 《映为0的一个< —— 映 
< p a 的逆映射为 平 〜我们有 

沪〜⑻=1 一 I ar 1 2 ， 

^ . 1 ⑴ 
- aM 一 1-| a | ? ' 

ffi 明 除 去位于 U 外画的一个极点1/1外， ， 在整个平面内全纯.用直接的代换证褥 




因此， &是 一一的，而且 pi 是它的逆映射+由于对实数 G 



I e iC a ! 

I —& I 


( 2 ) 


(3) 


u 和 s 有相同的绝对值)，所以 科把： r 映射到 丁内；对有相同的结论？ 因而矜 （ t ) = t . 
根据最 大樓定理得到 f ,( t /) cu , 且考虑到证得实际上有蚪 ao = u . ■ 

12*5 —个极 值间邇设 a 和芦是复数，如果/满足条件： /€ JT % 
||/ IU <1 和 /( a )= j 9, R |/ G >1 能取剌多大？ 

为解决这个问题，设 

茗=仰。/ s (D 

由于和种把 U 映到 U 上，我们看出和 || glU < l ; 簡样 g «0 = 0, 从/过渡到矣就 
把我们的问®归结到施瓦茨引理，并给出 1/(0) 丨<1.对⑴，链式法则给出 

g ^(0) — （2) 

_學我们使用 12. 4(1) 的等式，便得_不等式 

!/<-)!< ⑶ 

由于在 (3) 中等号可以成立，这就解决了我们的问题，丽这当只仅当 1/(0) 丨=1时就会发 
生_此时 g 是一个旋转（定理 12*2), 所以对某个常数 A ，| X | =1，有 

/( e ) = ㈣ (A 化 “)） u e H ⑷ 

应_强调解的一个值得注意的 特性. 我们对/靠 ffi U 的边界时的性态没有提出一些光滑 
性条#(如在 G 上连续）.然而，在所述的限制之 T 使1/“）丨取得最大值的函数实际上是有理 
函数.也应注意这些极值函数是映 tJ 到 U 上的（不只邊到 u 内），并且映射是复一的.这一考 
察可以为第14章中黎曼映射定理的证明提供一个启示 * 

现在，我们只打算指出这一极值问题如何用来刻 Wi 把 U 映到 ti 上的-^全纯映射. 

12* 6定理设 /€ H ( CJ )* / 是一一的， f ( U )= U - 3 , 则有一个常数 A . 


1255 ] 


a i = 1 ，使得 


f ( z ) = X ^ iz ) (g 6 ⑺. 


换言之，我们通过把映射和和一个旋转复合起来以得到/, 


( 1 ) 
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证明设 g 为/的逆映射，由 ueu ) 确定.由于/是^^一一的，/在 U 内没 
有零点.根据定理 10. 33,所以 gGH ( U ), 由链式法则.有 

g ( oyf f ( a ) - L <2) 

把 12. 5的解应用于/和$，引出不等式 

|/( a )|<— TT ， t /(0 )|d ' (3) 

1 — I cr 1 

根据 （2), 式 （3) 中的等式必定成立.如_我们在前述问题（此处 #= o ) 中观察到的那样，这就 
保证丫/满足 n ). 豳 

弗拉格曼-林镰勒夫方法 

12*7 对于有界 K 域我们在12_ 1节中着養 U 如果/在的_包上连续且 /6 HCO )， 
则最大模定理推出 

ii / i = imu ， ⑴ 

对于无界域它就不再正确了. 

请看一个例子，设 

O = {z ― JT + 1^! — 〈号 >， （幻 

0是以平行线> =士 W 2 为界的开带域，它_边界 an 是这两条直线的并.设 

f ( z ) — expCexp(^))♦ (3) 

对实数 X ， 

/(』:± 亨)— e ^ p (± ie T ). ⑷ 

由于 exp (« i /2) = i ， 所以对 I f ( z ) I =1. 但当 i 沿位于 D 内的 IE 实轴趋于°°，师 
x-oo 时，/<幻非常迅速地趋于如. 

在上句4>“非常”是个关键性_词._弗拉格曼和林德勒夫发现的一种方法使之有可能证明 
如下类 種的定 邏|細果 / eHoi ) 且 I/I < ir ， 此处，在 d 内当时， gur 慢慢”地趋于 
00(«慢”的含义是与13有关的），则/实_上在 D 内有界，并且根据最大模定理，常常包含关 

于/的进一歩结论 * 

我们不打算用一个包罗万象的定趣来描述这个方法，而仅仅通过两种情 ® 来指出它悬怎样 
做的.这两种情況中， P 都是一个带域.第一种情况下./假窆是有界的，而定理将改进这个 
界限.第二种情况 F , 对/ 提出一 个增长条件以便排除中的 函数. 鉴于以后的应用，定理 

12. 8中的 H 将是垂直的带形. 

但是^禮先让我们提出另一个_样是很有意思的例子 s 设/是一个整函数 ， 且对所有 z 

I f(z) |< 1 +卜 I ' ⑸ 

則/是常教. 

由于柯西估値 10. 26表明，对 ? i s l ， 2，3，…，/* > <0}^0,从而立即得到上面的<果* 

12. 8定理设 


Q — {x + iyz o < 工 < &}， 
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0 — {x + ! 3 ^ ； a ^ jc ^.b } ^ 

/ 在吞上 连续， /GHCD), 又设对所有怎€卩和某个固定的 B<oo f I f(z) I <B. 如果 
M(x) = sup{ ] fix + iy} I : — oo < ^ < oo} (a ^ ^ 6) » 

則实际上有 


M(x)h < (a < x < b). 


(1) 


( 2 ) 

(3) 


注 结论 （3) 蘊涵着 不等式 I / I <B 可以用 I / I < max ( M'(d ), MQ )) 代替，所以 
|/| 在 £2 内不大于丨 / I 在 O 的边界上的上确界， 


如果把定理应用到以直线和2=芦为界的带域 t , 此处则结论可按以下 
方式来叙述； 

推论在定理的假设 T, logM 是 MJt 的一个凸函數 . 

证明我 f ] 首先假定財(^0 =祕（10 = 1.在这种情况下，我们需要证明对所有 

I f(z) \ 

对每个 e >0, 我们定义一个辅助函数 


h t ( z ) = 


1 

] + e(z — a ) 


(z e n ). 


(4) 


由于在 O 内 i — a )} = l +« r ( j ：~ ci)^l > 故在 i 7 内 I A，j <1，所以 

I f ( z ) h t { z ) i < i (z e BO ). ⑸ 

圃样 * I l + e ( s — a ) ! I ^ l * 因此 

I f(z)k t (z) l< e & I = x 十 i_y 6 11). ⑹ 

设及是用直线 y = ± B / e 从 fi 割出的矩形 * 由 （5) 和 （6 八在上因此根据最 
大模憲理，在 R 上1/1丨<1,但 （6) 表明在 S 的剩佘部分上丨/心|<1，因此，对厨有和 
所有 e >0, 丨 f ( z ) kjz ) | < L 如果我们固定迄€仏然后令€^0,则得到期望的结果 


I f ( z ) | 

现在我们转向一般情况，设 

g iz ) = , (7> 

此处，对及复数 u >, AT * 

JVf ® = exp ( wIogM ) (8) 

定义，且 logM 是实数，则在0内 g 是整函数， g 没有零点，1/发有界， 

| g(a ly) I ™ M(a) i I gib + ij) I == M(W f (9) 

从而/ V 容满 M 我们原先的假定.園此在 D 内 I j 7 g I 丽这便给出 （ 3 ) ‘（参看习题 7.) ■ 


12. t 定理设 


a 


十 h I ^ I < 


O — I x + iy I \ y ' 

设 / 在 S 上连续， /6HCil>, 若存在常数 a<l ， A<^ f 使得 


⑴ 


最大禊屌理 


I fiz) |< exp{Aexp(« I x t)} (z = ^ + \y ^ O) 
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⑵ 


f^X ± y J ^ I (— oo <； x < oo) , ( 3 ) 

则对所有 

注意，如同由函数 exp ( exps ) 所指出的那样，当时，是无法得闺这个结论的* 

证明选取#>0, 对 e >0, 定义 

h r (z) = exp{ 一 e (㉚ +e 卡 ） }* (4) 


对 z €：£2 t 

Re [ e ^ + e — _ ] = ( e ^ 十 e ’ ) cos^y 

(产 + e ，）. ° 

此处因丨/3|<1，故(和 /2)>0. 因此 

|A ( (s)l<exp{-^C^ !~e^)} < 1 (z € W. (6) 

可见在 3 D 上同时 _ 

I f(z)h f (z) I ^ exp{Ae fflUI — i5'(e^ + e~^)} (z 6 0). ⑺ [MU 

固定 e >0. 由于^ >0 和所以当: r — 土 ㈤ 时 * <7) 中的指数趋于 一 園画存在一个為， 

使得对 所有工 >為（7> 的右逾小于 1. 由于在顆点为士為士 （n i /2) 的矩形的边界上 
故 ft 大模定理表明，实际上在这个矩形上，因此，对每个^>0在 J 1 的每一点， 
|// U < L 当^0时，对每一个怎，所以我们断定对所有的怎 
这是両一方法的一个稍微不同的应用，它将在定理14, 18的证明中用到. ■ 

in ❹林镥勒夫定理设 r 为一条曲线，其参數 s 肩为 [0* 1]，使得 f < i 时 lr ( ni < 

1 ,且 ra )= i . 若 藏&|^且 

Hmg ( ro » = ⑴ 

_ i 

則尽在 i 处有径向极限 * 

(从第14章习题14可知，¥实际上在1处有_切向极限 - > 

证明不失一般性，设 lgl < l ， L =0. 设给定 e > Q ， 则存在《。<1，（令 G = Rer (4))， 

使得当 fo < o < a 时， 

| g ( r (0) |<i 且 ReP ( i ) > r 0 > y . ⑵ 


选取 r ， r 0 < Cr-<L 

定义 H = D <0| l ) n £ K 2 n l) 中的函数 A 为 _____ 

hiz) ^ giz) J(^)g(2r - z) g(2r - z), (3) 

则 (⑴且 U I <1, 我们断言 

I hir) |<e, <4) 

因为 k ( r ) ^ I g ( r ) I 4 1 则由 <4) 可证明本定理， 一 

要证明 （4), 设 Ei T 1]) ,其中 q 是使得 Rer < Or 的最 大的“设表不 Ei 在 

实轴上的投影， E 表示与其在上的投影的并_则（幻式和（ 3 )式说明 
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mzear \ E，m i h ( z ) i < e . ⑸ 

固定对定义 

[259] K ( z ) = k ( z ){\ - zYiZr - \ - zY , (6) 

且令 & CL ) = M 2 r _ l > = 0* 若 K 为 E 和 E 的余集 的有# 分支的并，则 K 为紧的，圮在 1 C 上 
连续，在 K 的内部 是全纯 且 (5) 说明在 1 C 的边界上 |< i 因为 E 的构造说明 r € K , 由 
最大模定理知 I 心令~0,我们得到 （4)* ■ 

一个内插定理 

0,11凸性定理12, 8有时能用于证明慕 ft 线性变换关于 某些" -蒗数足有羿的 * 我们只 
考虑此种类麵的一个特殊情况，而不作完整的一般性的讨论 • 

设夏是具有正测度的测度空间，又设{也> (« = 1，2, 3,，，，>是1^(^1)_的一个规■正 

交函数集， 我们记 住这里所指的意思是 t 

f -」—当 
| o 当 

我们同样假定 <办 } 是化）_的有界序列 ，存 在一个 M < oo 使得 

I #( 工 ） I ^ M (n = f x E X)t 

则对任意 /6 I 7(/ i )， 此处积分 

fin ) — J [ 1，2,3,…） 

存在并且在所有 E 整数集上定义了 ■个函数>_ 

现在有两个裉容易的定理 | 对 j e tK / i )， U ) 给出 

ii 

而对 /e 1 /( 芦). 则贝塞尔不等式给出 

II fh < ll / ll ” 

此处范数按通常 的方式定义： 

ll/ll^Cl I |/IL = [E|/(，)N 

并 MJ / Il ,, = sup w |/(«) I - 

由于 （1， oo > 和 （2* 2> 都是共轭檐数对，所以人们可'以推测，当 / enp 和1<步<1 
— 1) 时， || ?心是有限这结论确实是正确的，并且可以在前面的平凡讎形户^ 1 _ 
_ fi $2 之 fih 通过“插值”来证明+ 

12 . 12豪斯多夫-杨定理在上面的假设下，如果1<夕<2及/€1/(/1)，则不等式 

II /! l ff il f\\ P ⑴ 

成立 * 

证明我偏首先证_定理的一个简化形式 ■ 

爾定沁 i <^<2. 设/是一个简单复函数，使得 li / ll 二 h 又设 I …，“是复数，使 
得 shi ，= i . 我们的目标是 a 明不等式 


a ) 

⑵ 

(3) 

(4) 

(5) 

< 6 ) 
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( 2 ) 

设 I / I ~又设 = I ~则有一个函数尹和复数戽，庳，…，私 # 使得 

/ = F 1 ’、，t p | = u |^ Fd/i = 1 (3) 

和 

戽 |= 1 ， = 1 - ( 4 ) 

12 W 1 

如果我们利用这些关系式和第 12* n 节给出的} x〃) 的定义，则得到 

f ^ bjin ) - (5) 
在 （5) 中现在用：代替 \)二 且对任意 iAz, 定义 

记住 A >0 时. A ^ expUlogA ); 如果 A =0, 我们约定愈 =0. _于芦是简筚函数. F > 
0及艮>0,我们看到步就是这种指数函数的有限的线性组合,所以，对任意有限数 a 和“ 
中在 

{jK* a ^ Re(s) ^ b} 

t : 是有界整函数.我们梅取和6=1,并在这带形域的淖缘上估计由.然后应用定理 12.8 


去估计 

对一 ooCyO ^ 定义 

^ Cj ) = [ 神為 a . 

贝塞尔不等式给出 

E I ^.(3^) 1 2 < [ ! F ^ 2 F > 

rt - I J x 

= 。 I F I — 1, 

又施瓦获不等式表明 

# ( i + ^)h lijw 弘 I 

< f ' E ^ • E u 、 

n=l 

由于从 (3) t ⑷和 （6) 很容 易得萎 I 估计值 

I 巾 a + b) I<m <-°°<^<°°^ 

现在从式 （9>, <10) 和定理 12.8 可以断定 

I ^(x + iy) 士 1 ，一 oo<y<oa)+ 


( 7 > 画 

⑻ 

(9) 

( 10 ) 

ai > 
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由干 x = l // r 和: y - Q ， 这就给出所期望的不等式 (2). 

整个证明现在不难完成了，首先，注 意到由 于在任意测度空间上的任意函数的 P 范数等 
于它作为上的一个线性泛函时的范数，于是 

{ 2 1 ?㈤ = sup| ^b n f(n) I , (12) 

M = 1 n I 

这里的上确界是通过使 S 1 丨 "=1 的所有 讣" …，来取 得的. 園此，对每一个简单复阐 

数 /6 L %)，(2) 表明 

{ f ； I /(«) 麟 |1/«,. (13) 

« 1 

如果 / eUp ), 则有简单函数使得当时 ，II 因为各€1/(声），故 

对每一个《， /,(«)—/(«), 这样，由于（13> 对每个成立，所以对/_样成立.由于 iv 是任 
意的，園而最后得到 （1). ■ 

最大模定理的逆定理 

规在，我们回到本章引言中提到过的定理上， 

字母 j 表示恒等 函数: f ( z ) = z , 

对每个指定数值为1的函数用1表示 • 

12* 13定理设 M 是闭单位 B 盘 U 上的连续复函数的向量 空闽，愈真 有如下 性潘： 

(a) 1€M. f 

( b ) 如果 /6 M , 则亦有 j / eM , 

( C ) 如果 则 It f lu II / IIt * 

于是每一个 / eM 在 u 内全纯. 

注意 ( e > 是最大模定理稍弱的 繼式； （ e ) 只是断定 I / I 在 O 上的全局极大值在它边界 T 上 
的某点达到，但 U ) 并没有预先排除丨/ I 在 U 内的局部极大值的存在性 * 

证明根据 U ) 和 （bh M 包含所有多项式_连闕 ( c > 一起便表明初满足定理 5. 25的假设. 
因此每—个 /6 M 在 U 内是调 和的. 我们将用（1>>去证明每一个 /€ M 实騰上满足柯西-黎曼 

方程. 

设沒和互是第 11. 1节中引进的微分算子.乘积的黴分法则绘出 

(B - /* (a ag) + C3/) - (5^) + ( a/) ^ (?g) + ca 】 f) . g. 

固定 /£ M ，并取 则因此 /_/ i 是调和的，所以 3》/=0 和 （a 
同样， = 0 和= 因丽上面的等式简化为 5/^ CL 所以 /€ H ( l /). ■ 

这个结杲将在下面的证明中使用 • 

12. 14 拉 多定理假定 fec 0 )t n 是使的所有 。6卩 的集， 1/ 在 n 内全纯， 
則/在 U 内全纯. 
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特别地，定理断定 lt 一 D 至多是可数的， a = 0 , 

证明设尹 0. 我们首先证明 D 在 L ； 内稠密.如果不是这样，则存在和# € C /— 
n , 使得2 I : <1 - I 芦丨 • 选择”使得以 I /( a ) I > II / Hr . 对 定义 h { z ) = { z ~ 

W a f(zh 如果 zei/fl 身 则 /( 寫 ）=Q . 因此 4( 怎 ）=CK 如果 则 

I |< d -| #|) II /! I t <I I /(«> I 

— I h ( a ) j * 

这与最大模定理发生矛盾. . 

因此12在 U 内 稠密. 

其次，设 M 是在 D 内全纯的所有 g € C (0》 的向量空固定藏 € M . 当 a=l ， 2, 3,…， 
在上/^ = 0.因此. 对 每一个 a € H ， 由最大模定理推出 

I /( a ) \\ gia ) \ ^< \ fg a 

= I 1 fg m I 1 t < II f Hr II g II r - 

to 果我们取 n 次根.然后令拉400,则对每一个看 & I g ( a：M < IU It . 由于 d 在 1/ 内 
稠密，所以||感 =II g Hr * 

由此可见， M 满足定 埋 ] 2. 12 _備设* 因为 /6 M ， 所以 / 在 u 内 全纯. _ 

习題 

l r 個设4为平画 i ： 的 一个闭等边三角形，顶点为各， G 当。取遍 d 时*试找 I I 

I z~b ! I Z — C I ), 

2 * 设 /ewar ) ， 此处 # 是上半平爾 t 且 I / I 问 I /co I 能取得多大？找 m 此极值 困数. （比较 

12.5 节的讨论 .） 

3，设 /e H 07). 在什么条件下 ，I /丨在0内有局部极小值？ 

4 i ( a > 设— IK 域， D 是 圆盘. DCI 3, f€ Him. /不是常数1而在 D _边界 _t I /丨是 常数. 征明在 D 
内/至少有一个零点* 

( b ) 找出所有整基数/，使褂当 U I ""I W 躭有 t /<®H =1. 

儀 0 是一个有界^域，是在 S 上连续而在全纯的函数序列，且 t /,} 在 fl 的边界上一致收敛 - ff 明 
在 S 上一致收敛. 

I 设 /€ H ( H )， r 是的一个圈，使得对所有 lndr <«)^0^ 对每一个氏 r * ， I /(p I <1，且 
.证明 I / U ) I 

7. 在定理 12. 8 _1 E 明中、暗中假定了 MU )>0 和 M < W >0, 证明当 MU ) = 0 时这个定理也戚立，因爾对所 

有 /( 怎 ）= 0* 

8, 如果0<馬<及!<°°»令 A ( K ! ，私>表示环域 

U : 私 <U l < iM ， 

则存在一个垂直带形域使指数函数把它映射_ A (見 T 上，用此去证明阿达马三圓枵定理；如果 

HCAdR ，））， 又 

M(r) = max ( /(re_) | (Ri < r < ) , 


且如果 K t < a < r <3< Kt , _ 
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苐 12 幸 


峽“織-編+驗_- 

(換 言之,. bgM ( r ) 是 bgr ®_ 个凸闲数. >对哪些/能使这个不等式成为等式？ 

9,设 ff 为开的右半平面（当 fl 仅当 Re £>0 时 2610. 设/在 II 的南包 ㈣ >0} 上连续，/€ H ( H > ,且有常数 


A < oo 和 a < i 使得对于所有 《 U ' 

I f(z} | < Aeicp < I g I s 》， 

丽且对所有实数 _ y ，1 / Ciy ) I <1 -证明在 H _ I / U ) 丨 <1- 
tt 明当 it 结论 是错误的. 

如果 ffl 通过臓点的*其角度不等于 w 的两条射 线力界 的区域来代替 / I * 则结果应如何修正？ 

10,设 JJ 为开的右半 平面 . /e H ( H ), 对所有 ten , 1 f ( z ) [ < U 且存在 ^ - n / 2 <^< K / Z f 便得当 

广□时 

aogj/(^)l _ 


证明 /=0. 

提示 s 世 n = l , 2, 3, ….得习題 9 应用到由一兀/2<#<«，《<沒<^/2所定义的两个角 
域上+推断每个獻在 II 内有界，且对所有〜翕 H 内丨私！ <1. 

11. 馊 r 是无界域边界，/€ h < o ) , /在 mir 上達续了且有常数衫<的和 m < oo 使在 r 上！/!<似而 

在0内丨/ I 址明在;0内 I 实际上有 I /丨 <脱 

提示 s a 明.不失一般性，本题 ri 可进一步瑕设-國定心€0,令??为_个大的整数，令 v 为 
以0为中心的-■个大圃盘， aft 包含私的 vrm 的分支内把最大棋定理慮■到 函数广 A 上. 

12. 世/是整函数*如果有一个连续映射 1) 映到复平面内，使得时’ rO )— 00 和 /( rCO )— 则 
说復是/的一个靳近值.[在复平面内“当 时 ，汾 )4 oo s 是指对每个！?<〜有一个对应的仏<1，使 
得当&<(<1时*便有 I yu > 丨 >及1 证明每一个非常数的整函数以如怍为一个渐®値. 

提示： 令瓦二 U ; | fCz ) 1 >«}. 根据习题11,艮的每个分支是无#的，（如何证明？）且毡含 E ㈣I 的一 

个 分变. 

13. 证明 exp 恰奸有两个渐近值 * 0和 oo F 关于 sin 和 eos 怎样？ 

注1对所有复数^ sina 和 co 雜定义为 


14. 如果 /是整 敁数且 ® 不在/的值域内.证明是/的_个渐近值、除非/是常数. 

15, 设 /€ H ( U > + 证明在 U 内有一个序列使得 I ‘彳且《/( ‘） 〖有界 ■ 

H 设 J 1 是有界区域，/€ turn f 且对 H 内每一个收敛的一个边弊点 的序列 （岣； 

limiup ! |< M ， 

fT *™ 

证明对所有 ^€0 t 1 / C ^> I <脱 

17 -设牮表示使得时丨 /(d I <1 的函数 /6 HO ?) 的集含，歡必表示所有使得 /( Q > = e 的函数/ 
的集合.定义 

Mic) ^ sup{ | f(0) ( & /€ ^ } tM^ mp { )/(0> I :/€ #}• 
ms M , 当 0< X 1 时找出 MG :). 找一个函数使得 /， O 0 = M 或证明不存在这种 /_ 

提示 s bgf 将 L ； 映到左半 平面. 用一个寘子选择映射分解1呢/,使之将这半个平固映到辽应用施瓦茨铒理- 


第 13 章有理函数逼近 


预备知识 


13 , 1 黎曼球面 拊附加一个称为 m 的新点来紧化复平面，对全纯函数的研究常常是方便 


的._此而产生的集 S 2 (黎曼球面， _铲和 { oo ) 的并）在下述 意义上 予以拓 扑化. 对任意^>0* 
令 D '( oo ; r ) 为使 U | > r 的所有复数2的集，设 r ) = iy ( m ; r ){){ o 6 } y 并且断自当 
且仅当以的子集是阀盘 IXdi r ) 的并时，则该子集是开集，这里的 a 是 V 的任意点丽 r 是任 
意正数.在 S 2 _{ oo } 上当然给出通常的平面拓扑.容易 着出， S 2 与球画是同胚的（因此用这个 
记号）.事实上 * S 2 映到 K 3 内的单位球面上的同胚 p 能明显地表示为：设一的0, 1), 


而对所有的复数 re 夂设 


沪 ( re 遇）= 


/ 2rcos^ 2r^\nB r 3 — 1 、 

\FTT f ^n ? ynr 


( 1 ) 


我们留给读者去作岀由 （1) 确定的几何_形* 

如果/在『>内全纯，则称/有一个孤立奇点 oo * 在1/(0， (内定 义函数/(②) 


/( 士)，则/在 oo 的奇点的性质与？在。点的性廣相同. 

因此,如果/在 iy ( oo ; r ) 内有界，则存在，并且是一个复数 〈如 同我们把定理 

10. 20应用到/时所看到的那样）.我们把/《 ㈤ ）定义为这个极限，因此在 0(0^ r > 内得到一 
个称为全纯的函数 f 注意此函数是用？在0点附逝的特性而不是用/在加錄的可微性来定 

义的. 

如果 s = 0 是？的 m 阶极点，则称如是/的削阶极点；/在 ™ 处的主部就是一个通常的 m 
次多项式（与定理 Hh 21 相比较），如果我们从/减去这个多项式*就得到一个以《为可去奇点 

的函数+ 

最后，如果为？的本性奇点，则称 ㈤ 为/的本性奇点.例如，每一个不是多项式的 
整函数在 on 錄有一个本性奇点 * 

稍后，在本章中，我们将遇到“穸 一 D 是连通的”这个条件，此处 D 是平面__一个开集. 
注意它与相对于平面的余集是连通的”这一条件是不等 价的. ■挪 ， 如果 D 是由所右复数 
z + 0< J <1 组成，则 D 相对于平面的余集有两个分支，但穸一 D 是连通的. 

13.2 有理函数根据定义 ，有理 函数/是两个多项式 P 和 13 的商： 由定理 
10*25 得到，每一个非常数値_多项式是次数为 1 的一些圆子曲乘积 * 我们可以假定 P 和 Q 没 
有这样的公共 B 子，则/在 Q 的每一零点处有一极点 （/ 的极点与 Q 的零点同阶 )* 如果减去 
对应的主部，则得蘭一个有理函数，它唯一的竒点是 0 °,因而是一个多项式. 

因此，每一个有理函数 /= P / Q 具有形如 
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/U) = A 0 U) 十 XjAj ((怎 一 ” （1) 

J-L 

的表达式，此她 A 0 , A" •“， A 4 是多项式， ，…， A* 没有常数顼，且屯 ，…， 心是 Q 的 
不同的零点I我们称 （1) 为/的部分分式分解- 

我们转向某 璧拓扑 方面的讨论.已知平面内的每个开集是紧集的可数并（例如闭圆盘 >* 然 
而，为了方便起见,我们要求这些紧集满足某些附加性质. 

13,3定理平面内的每一个开集是紧集序列71=1，2, 3,…，的# y 使得 
U > 当 2 t 3»…时， K, 落在 JC n+ 】 的内部 * 

( b ) n 的每一个紧乎集落在某个内， 

Cc) § n — l , 2* 3»…时， S g _K w 的每一个分支包含 S 2 — 13的一个分支 • 

粗略地说，性质 （c) 是指：除去那些强加在它上面的的洞之外，它是没有洞的，注意 
没有假定是连通的，根据定义，集 E 的内部是 E 的最大开子集. 

证明 当？ 1=1，2, 3，…时，设 

V m — D(oo| n ) U M-D (^? ⑴ 

且 K a = S 2 —V * (当然在 （1) 内则是>(1的有界闭子集〈因此是紧集），且 
如果且 r—rT_ —(n + 1)- 1 ， 则容易验证 D(q r)CK n+lt 这便给出 （a>. 因此， D 是 
的内部评《的并_如果 K 是的一个紧子集 ， 则对某个 N，KCW, U ."UWV 因此 

最后， （1) 中的每个圆盘与 S 2 _f3 相交 f 每个圆盘是连適的I因而 K 的每个分支与 S 2 —13 
相交 i 由于 F,=>S 2 — 仏所以没有穸 一 fi 的分支能够相交 K 的两个分支 * 这就给出 G)， ■ 

13.4 定向区 间的集 令中为平面内定_区间的有限类*对每一点令 m 『（声 ）[_ (多 )] 
是麵点（终点）为 P 的中的元_个数.对每一个 f . 如果挪夕），则称中是平衡的. 

如果少是平衡的 （且非 空），则爾以作出如下的结构* 

选择力=|>" a 3 ,]e #, 设且杳的不國元 7 m … 7 ” 已经按这样的方法选取，当 
1<至<是时， =[«!-!» «*]- 如果则停止 进行. 如果且恰好区间… 
中有 r 个以句作为终点，则这養区间中只有 r_l 个以 仏作为 起点；由于少为平衡的，所以中 
至少包含另外一个区间，比如说 h+i， 以办为 起点，由于中为有限的*那么，比如说到第 rt 
步，我们最终都会回到办. 

这样， y lf …， y a ( 按此 顺序） 连成一条闭路径， 一 

少齡剩余元素仍然组成适用上面结构的一个平衡类.由此可见，少的元能如此计算，致使 
它们形成有限多条闭路發.这些路径的和是—个明，因此得到下画的结论： 

如果中 ={yi ， … } 是有向区问的一个平衡类’且 

F = 7\ + *** + In t 

削厂是一个*. 

13.§憲理如果 K 是平面开集 fK 关 0) 的一个紧子集，則在 12—Krt 有一个 B . 使得对 
每一个 /6 H(n) 和对每一个： €：K， 柯西会式 
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/(z) 




Cl ) 


成立 • 

证明由于 K 是紧的且 D 是开集.则存在一个彳>0,使得从 K 的任意点到0外部的任意 
点的距离至少为2%在平面_由水平线和垂直线构造一种格子，使得任意两条邻接的水平线_ 
之簡的距离为 P 且对垂直线傷一样.世 Q ] t …， Q ™ 是以 if 为边长的 M 方形（闭2 -胞腔)，这 
蟹正 方形由格子組成且与 K 棚交*则当7=1,…. m 时， Q.aa 
如果〜 为 Qr 的中心丽〜 +* 为它的一个顶点，令 K 为定向区间 

h + Ha +产*办〕， （公） 

且定义 

^ Qr ^ Trj \-7iZ + y,i + 7h ( 「 =1 广，，梆)， ⑶ 

则容易验证（例如，作为定理10, 37 _特殊情形，或者用定理11和定理 10.40) 

(1 当 at 在 A 的内部， 

1 -一〕 = lo W 祕内. 

令5为所有的类.显然是平 衡的. 除去2中那些其反向亦属 
于 2( 参看 10.1 节）•设少为2剩余元索的类，则少是平衡的 •令 r 是如同13+4节那样由企构造出 


来的圈 

如果某个 a 的一条边£与冗相交，则以£为边界的两个正方薄都与尺相交 • 因此，5包含互 
賴反向而蒗围为 e 的两个有向区间•这■区间在少内不出现，所以厂是^ _ 尺内的一个圈- 
如果 a 不在任何的逾界上，则由2选的少结构同 样表明 

m 

Indr ( a ) = 2 ㈣ … ( a )* 

r — i 

園此， （4) 蕴涵着 

_ ji 当攻在某个 a 的内部， 
lnAAa} ^ io 当^不在认内.. 

挝果 i € K , 则 zfr .， 且 f 是某个 a 内部的一个极 限点. 由于在广的余集的每个分支 

内， 、6) W 左边是 常数- 所以 （6) 给® 

lodrCssr ) = 

根据柯西定理 ia 35便得到 （ 1 )• 


[ 1 当之6 K ， (7) 

U 当怎牵仏 

■ 画 


(5) 

( 6 ) 


龙格定理 

本节主要目标是定理 m 我们从一个稍为不同的说法开始，其中着重的是在-个紧集 

上的一致逼近， ， 

13 , 6 定理设 JC 是平面内的 - 个緊集，且 ki ) 是-个集，对于的每个分支它都包 

含其中的一个点.如粟为开 集， £ lZ ) K t f € H ( W , 且 ⑺，则存在一个有理凾数只，其所 
有板点在顸定的集 Uj } 内，使得对于每一个 
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I f ( z )- RU ) |< e ‘ (1) 

注意 S 2 — K 至多有可数多个分支，同时注意在 S z — K 的无界分支内选定的点最好是 00 ; 


事 实上， 这恰好是最有趣的选择. 

证明我们考虑其元素为 K j : 的连续复函数，具有上确界范数的巴拿赫空间 C ( K ). 谩 M 
为 C ( K ) 的子空间，这个子空间 由全部 极点在内的那些有親函数在 K 上的限制所纖成.定 
理断言/在侃的_包内.裉据窆理 5. 19( 哈恩-巴食赫定理的推论），这就等于说，每_个在 
M 上为零的在 C ( JO 上的有界线性泛函在/处亦为零，因而里斯表示定理（定理& 19) 指出必须 


_ 


要证明下面的结论: 


如果为尺上的复博雷尔測度，对其极点只在集内的每一个有理函敕尺，满足 

f = 0 T (2) 

且若 /6 H (0>, 則同样有 

fdfi— 0* C3) 

J K " 1 

让我们就这样假设 f 满足 （2>, 定义 

h ( z > - \ - K ). (4) 

Jk %— ^ 

根 据定理瓜7( 使 则 fe £ H ( S 2 — K ). 

谀为 S 2 — K 的包含％的分支，且设 IK %; 如果〜乒①且=固定在 D (⑷！ r ) 


内.则 



(r 一 a ;)" 1 

(卜议 〆 


対？ EK 是一致的，式 (5) 右边每个函数对 （2) 是适用的 # 因此，对所有 
o . 根据唯一性定理 io . 18,这就推出，对所有 & U )=0. 


<5) 
h ( z ) = 


如果0^ 


用 


六 m — 卞 

代替<5), _在 JD ( oo ; r ) 内可以再一次推出 A ( z ) = 0， 因面在％内 


⑹ 

= 0. 因此由 （2) 我们 


已经证明 

A (^) — 0 f S 2 — K ). (7) 

和定理13, 5—样，现在在 13— 尺内选取一个圈厂，且将/的柯西賴分表示对产进行积分* 
应用富比 JE 定理（由于我们是处理说代 1 测度和紧空间上的连续函数，所以是会法的）并结合 


(7) 式，给出 




L d / i ( P [^ Jr £^ dW ] 

x | f / ( W ) d W J K ^ 

~ h \/' 


(w)h{w)dw = 0, 
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最后的等式依赖于 r* 03— K 的 事实， 此® Mui) = a 

園此 (3) 成立， P 时完成了定理的证明. ■ 

下面的特殊情况是特别有趣的. 

13.7 定理设 K 是平面内的紧集，穸 一 K 连通，且 /£H(I13. 此处 D 为包含 K 的莱个 
开集.則有一个多项式序列 { PJ , 使得 PJd — /( d 在 K 上是一致的， 

碰明由于 S 2 — K 现在只有一个分支，所以只需要找一个点七以便于应用定理 1 X 6, 而 
我们可以取％ ■ 
13.8 评注对于使 S 2 _K 为非 连通的 平面内的每一个紧集 1 C , 前述结果不成立*因为， 
在娜种情况下， S 2 — 有一个有界分支 F . 选取令 / U ) 二 U — d _1 ， 且令 m = 

max{ | z~a I t 设 P 是一个多项式，使得对所有 z €： K , \ P ( z )- f ( z ) \ <士* 则 

| (z — fif)P(z) ^ 1 ] <C 1 (z f K). (]》 

特别地，如果 Z 在V 的边界上，威立 I由于 v 的闭包是紧的，所以最大模定理表噴对每 
一个 （1) 威立 I 取便得到1<〗.因此一致逼 a 是不可能的 * 

同样_论证表明，在定理^ 6中，没有 一个％ 可以被省去. 

现在我 们应用 先前的逼近定理在开集内作 逼逝- 我们强调楷出，在定理 H 6 和定理 13. 7 
中， 没有假定 K 是连通的，并 M 在如 T 的定理中，将不假定0是连通的* 

13,9 定理令为平面内的 开集， 令 A 是一个集，它在 S 3 _ I 1 的每个分支内有一个点， 
且设/€ HCO )^ 則存在极点只在 A 内的有理凼教的一个序列 {尺」， 使得在的紧子集 
上是一致的. 

在 S 2 — D 为连通的特殊情况下， 可以取 A={c«}， 并因此得 到多项 H， 使得 P n — / 在 
£} 的紧子集上是一致的. 

注意， S 2 — 可以有不可数个分支；例如， S'-0^{™}UC» 此处 C 是康托尔集. 

证明选取内具有定理 13.3 中所规定性质的紧集艮_一个序列，暂时固定 a 由于 
S 2 - K ra 的每个分支包含 S s —12的一个分支，故 S 2 — 的每个分支包含 A 的一点，所以定理 
13. 6给 Hi 槪点在 A 内的一个有理函数尺,使得 

1 RAz)- fiz) |< ^ ^ e KJ. ⑴ 

现在，如 果尻为 D 内任意紧集，则存在， 个 对所有使得 JCd — 从<1)得_ 

| JR W (定） 一 /〔怎 〕 I <C ^ N ) ? 

速便完成了定理的证明- B 

米塔-列夫勒定理 

现在将用龙格定理来证明，能够构造悲具有任意预鬼指定极点的亚 纯函数 . 

13.1© 定理设 n 是乎面内的开集， Acn , A 在 D 内没有极限点，且对每个《€轟，对应 

有一个孤整数 m ( a ) 和一个有理函數 
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mis) 

P » 二 _ a )~ ; ， 

>=i 

则在 13 内存在一个蓋純函教/，它在每个 A 处的主要部分是 P a 且在 12 内没有其他 极点. 

证明 如同定理 13.3 那襻， 我们选取 D 内萦集的一 个序歹 对《二1，2, 3* …， K a 在 
的内部，的每一个紧子集在某个1^肉，且 — 的每一个分支包含的一个分 

支，设 Ai ^ AnKi ， 旦对敦=2，3, 4,…， A m ^ Af ]( K n - K n -,). 由于 且 A 在11 内 

没有极限点（因画在内没有极限 点》， 所以每个/^是一个有限集，设 

CJ “定） = (尨) ^ …)， ⑴ 

由于每个疋为有限，所以每个 a 是一个有理函数. 3 cl 的极点在 

特别， Q fl 在包含 1^-! 的一个开集内是全纯的.现在从定理 13. 6得到，存在一个其所有槪点在 

S £ _ D 内的有理函数使得 

I R m ( z )- QnM l <2 - fl 6 K ^). 

我11断言 

f(z) = Qi(z) + 2 —麗“ 2 ：)) U 6 

< t=Z 

具有所想要的性质， 

圓定 N , ff Kn 我们有 

f = a + 免说一艮 ）+ 1]说 U 

d N+J 

根据 （2)* 《4)中最后 ft ! 式的每一項在上小于2〃 ； 因此在 上，此级数一致收敛于在 
内部全纯的一个 函数. 由于每个^的极点在13的外部.所以 

/ - _ < Qi + …+ ) 

内部全纯.因此， 在》 G 的内部/怡好具有规定的主要 部分. _于~是任意的，_而在 
D 内/具有_样的性质. ■ 


( 2 ) 

(3) 

<4) 


单连通区域 

我 n 现在将概述单连通区域的―聾性纖 ( 参看 I 0 , 38 节），这些懷质阐明它在全纯函数理论 
中起着重要作兩_在这些性质中， （ a ) 和 （ fc ) 称为 D 的内 拓扑性卿涉及 D 嵌人一内 
W 方式；性质 ( e ) 到 ㈤ 按特征来说是分析性的 s ⑴是关于环只 ⑼亂 代数陈述.黎曼映射定理 

14. 8是单连通区域另一个十分重要的性质.事实上，我们将用它去证 _ (i )_( a> - 

13/11定理 对于一个平面区域卩，下面九个条件中的每一个蕴涵着其余的各个条件： 

( a ) fl 同胚于开单 位圆盘 [ 人 
Oj ) D 是单连通的* 

( C ) 对 内 每一条 闭路径/ 和对每一个^穿一仏 lnd f { a )^ 0 . 

(d) s z -n 是连通的. 

Ce ) 每一个 f & H(m 能用 多碩式在的紧子集上一致送近 * 
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CD 对每一个 /G HOI ) 和在内每一条闭路径 7 ， 

| /(^)dz -= 0, 

( g ) 每一个 /6 HU 1) 对应一个 FeH ( l 3>， 使得 〆 =/, 

Ch ) 如果 /€ HCi 3) 且 l //€ ff ( D )， 则存在一个使得 

/ - exp(f). 

(D 如果且 1//& HW 3), 则存在一个史使得 

断言00是/有一个 B 内的“全纯的对数”仏 （ i ) 断言/有一个. II 内的"全纯的平方根” - 
而 < f ) 断言.对单连通区域内的每条闭路径，柯西定理成立. 

在第]6章中，我们将看到攀値性定理还描述了单建通区域的另 • -特性. 

证明 U ) 蕴涵 （ b 乂 这就是说，0是_腿于 U 的，意味着有一个将 D 映到 U 上的连续的 
一一映射其逆亦为连续+如果7是 II 内具有参数区间[0, 1] 的一条 闭曲线 ，设 

His.O =- ^ l C ^ C /(.0)>, 

则 H : 是连续的 f H ( s ，0)= f l (0) 是常数; H ( s t l ) = y ( j ); 且因？ <0) = y ( l ) 有 M (0, t )= 

H(l , 因此 D 是单连通的 + _ 

< fc ) 蕴涵 （ c ). 如果 （ b ) 成立且 y 是 II 内一条闭路径，则 y 是 D - 同抡于一条不变的路径（由 
44 单连通”的定义）.因此，根据定理 10* 40， （ c ) 成立 ■ 

( c ) 葱涵 （ d ). 设 ( d ) 不成立.则是 S 2 的一个非连通的闭子集+如 10.1 节所指出 
的，得知 S '- O 是 两个非 空不交的闭集 H 和 K 的并，令 H 包含 oo , 令 W 为相对于平面的 H 
的余集，则由于 K 是紧的，所以定理13.5(令/=1)表明有评一汉=打内的一个 
阐[%对 s € K 使得 Ind r (2 r > = h 由于所以 ( e > 不戚立 ■ 

( d ) 蕴涵 （ e >, 这是定理 13* 9的-部分， 

( e ) 蕴涵 《). 选择 /e HCI 2)， 设 y 为打内一条闭路径，且选取在，上一致收敛于/的多项 
式 jP fl .由于对所有= 0,所以我们断定 ( D 成立 • 

( f ) 蕴涵 (g). 设 (0 成立，固定且设 

Fix) = I /(pdf e n) , . ⑴ 

此她 ra ) 是 n 内从 w 到任意路裡‘这便定义了 n 内的一个函数厂因若 r 〖 < z ) 是从^到 
^的另一条路径(在 d 内），则厂之后眼着 A 的反向路径形成 n 内齡 一条麵路径. /沿这条闭 
路的积分为零.所以若屬 n ($) 代替厂 u )， 则 （1) 不受影响.现在论证 〆 =/* 固定 aeo .存 
在 r > CL 使得 DU | r ) C > a 对 s & DU ; r )* 我们可以通过/沿着由 K 间 [®， 得到的路径 
r ( a ) 的积分来计算 fXz ). 因而，对 z € D f ( a $ r ) * 

F ( z )~ F ( a ) ^ _ Jl_T /( p 都 ⑵ 

如_定理 lo . i 4 齡证明一样，由/在这她的连续性推 

( g ) 蕴涵 （ h )+ 如果/€««1>且/在 n 内没有苓点 ， m f / f € Him , a 由 （ g ) 推出存在 
篡 6 H 0 Q ), 使得， =///. 我们能够对 g 加上一个常数，使得对某个有 eicp { g (為 >}= 
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/(怎。）•霞的选择表明，在II内 /ei _ 导数为零.因此 / V* 为常数（因 D 为连 通）， 且由此得 
國 

( h ) 蕴涵 ( i ). 由 （ h ) ，/ = e # . 设史 + 

( i ) 蕴涵 （ a ). 如果 D 为整个平面，则 J 3 是同胚于 U 的：将 z 映为 z /( l + U | >, 

如果 D 是满足 U) 的平面的一个真子区域，则确实存在把 D 映到 U1: 的一个全纯的_胚 
(共 形映射). 此结论 就是黎曼映射定囊，它是下一章的主要对象.因此.黎曼映射定理的证明 
与定理 13. 11的证明将一道完成（参看定理 14* R 陈述后丽的注 L 

( j ) 在每个单连通区域内成立这个事实具有如下的推论（此结论也可以用很初等的工具去 

IW51 证明）. _ 

13,12定理如果此处 D 为平面内任意开集， JL /在 n 内没有零点， HI 
log | / | 在内调和 * 

证明 对每一个圆盘 DCG , 对廬一个函数在 D 内使得如果& = 

则 u 在 D 内调和，且I / I =e \ 因此， log | / t 在 D 每一个 阒盘内 调和，这就得幽所希 

望的论断. ■ 

习题 

L 证明在 穸上的 每一个亚纯函数是有理函数 ■ 

2-令仏；{【* | 之丨 <1 和 | 2 z ~ 1 I >1} * 且设 HCO ). 

< a > 是否#定存在一个多 项式饩 的序列，便得 P *— /在 n 的紧 T 集上是一致的？ 

( b ) 是否#定存在逾样 一个在 0内一致收敛于/的序列？ 

( c > 如果我们对/要求的条件更多_，即/在包含13的闭包的某个开集内全轉，囑对 （ b > 的冋答有改变吗？ 

3, 有没有多噴式朽的序列，使得对] ^1* 2, 3，…， P n ( 0 )- 1 , 但当时，对每一个2：#0» 0? 

4. 有没有多项式巧的序列，使得 

f l 当 lm «>0, 
liraF B ( sr ) - < 0 当 $ 为实数， 

厂 1 当 I_E <0? 

对!^〗，2, 3,…，令丄为1/内_闭圈盘， fi 令“为 U — 4内的与 C / W 每一 条半径 相交齡 一段呱 d 
1] 的同胚象)，存_多项式 在1 上十分小而在 L 上或多_少是任意的- ® 明 { AJ ，{ U } 和可獄这 
样选择.使得级数/ '=1^ 定义一个在 T 的任 意獻没有径 向极限 的函数/ 6 H ( U >， 換言之，没有实数 I 使 

得 tim /< Ve 勺存在， 

■ r*，i 

6. F 面是这种疆数的另一种构造法， 令 彳糾>为整数序列，使得叫 >] 和知定义 

hiz } = - 

* = 1 

证明若 U 丨 < W 则级数收敛，并证明有一个常数 d 对所有使 I r I 二1 一 < i / iO 的 A V . 

(提牵 5 对那样的^在所定义_ AU ) 级数中第扣项遛远远大于所有其他项的和 *) 

醒商#1没有有限的径向极限. 

同时证明 A 在 IJ 内#有无限多个零点（与第找章习题15作比较 >■ 事实上，证明对每一 个复数 a 都对应有 
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无限多个使 A (=)= a . 

7- ff 明在定埋〗 3. 9中，我们不必假设 A 与 S 2 — O 的每个分支相交.只要假定 A _闭包与 S 2 — a 的每个分支 
相交就够了. 

8. 对0为全平画的情况 I 通 M 直接论慨而不求助于龙格定理,证明米塔-列夫勒定理. 

&. 潑II为单连通区域， /€MW) f /在11_«有零点. R « 为 JE 整数，证明存在一个使得 

io * 纖 II 为一个区域， / emwf 且 z ^ o . 证明： 当悬仅当/在 d 内对每一个正整数有全纯的 if 次方根时+ 
/在12内有一个全纯的对数， 

1 L a /„e HCOXra ^ l , 2 t 3, …）， / 是 D 内的复函数，通对每 _个：€0, f ( z )= lirn / Jz ), 证明 XT 有一 

JT^aO 

个稱锖开子集 V , /在 V 上金纯> 提杀 ：徽免 =sup ! /_丨，利用 M 尔定理证明 t 卩内每一个岡盘包含一个 
在其 上④为 有羿的闽盘，座用第10章习题 5. C 在一般情涎下， V 妾 a 与习题 3 和习题 4 比较 
12.设/为定义在复平面的复值可阑函数，证明存在一个全纯多项式序興 h 使得对凡乎所翁的有 
(关于二嫌勒贝格测度 X 




第 14 章共形映射 


角的保持性 


141 定义毎一个复数2芋0可以决定一个从原点发出的方向，这方向是由在单位圆周上的点 

A [ z ] = ⑴ 


确定的. 

假设/是一个将区域 II 映人平面内 W 映射，并且“有去心邻域在 


这邻域里 /( O 关 /( A >. 如果 

lime _ M + re®) — /( 怎 g )] (r 〉 0) (2) 

存在并与緣无关,我们就称/在〜保角 ■ 

粗略地说，这个要求就是对任意两条由 a 发出的射纖1/和 l % 它们的象 / a ') 和 
在 /( 办）所作成的角与 U 和1/作成的角，其大小和定向都相 N . 

在一个 E 域内每一点保角这个性质，是在这区域内导数不为零的全_■数的 特征， 这是定 
理 14i 2 的一个 推论，也是把导数不为零_全纯函数称为共形映射的理由. 

】4_ 2定理设/将一区域12映入乎面若对于莱个％6仏 /( 存在并且 /( 為）’ 
0,則/在 q 保角. 相反，若/在 a 的微分存在并且不为零，且/在 Q 保角，則/存在 


并且不为零. 

这里像通常一样，/ = — /(別）]/($ —抑）.而/在 A 的微分是只 2 到的 

一个线性变换 L , 使得记％二（々， >) 时， 

/(^ 0 ^rx,y 0 +y) = /U G ,>) + LU ， .y) 丄 （ x 2 H y z ) Vi ^(x,y). 

像在定义样，这里当 0 及 jr+O 时， 和， y )—0. 

if 明为简单起见，取如=/(抑）=0，若/ "(0) = a #0， 则立即得到 


， A [/( r ,)] 


e ^f ( re ^) 
I f ( r ^) I 


( 


0>, 


a) 


( 2 ) 


于是 / 在 o 保角.反之，若/在 o 的微分存在号不为零，则 （1) 式可改写成如下形式 

/ Cz ) =砍 + 决 +1 之 I 々( Z ) ， 

其中当 ^ H )_， V U )— 0 t 并且 a 和淨羅 不同时 为零的 S 数，若/也在0保角，则 

hm ^ Alfir^n = 心 :㊅ 


(3) 


(4) 


存在 并凰与 @无关 • 我们可以除掉那些使【 4 )式申分母为零的抝丽这样的❻在2霄）内最多 
有两个.对所有其他的 I 我们断定*1+樂―挪位于一条通过 0 的固定的射线上，这只有当 
时才有可能.因此从 (3) 式就推出 ■ 


^8| 


漥没有全純函教能在其导教为零的任何一点是保角的，我们省去这个容易的证明. 
但是，一个变换在微分为零的点还有可能保角.倒如，/(^)^ U I ^=0. 
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线性分式变换 


14.3 若 a , 办， e 和 d 都是复数，并旦 cirf 6 c #0, 则映射 


cz+d 

称为线性分式变换，由于考虑点 oo 会镭来明显的方便，将（1>式看做由球面 S 2 映人球面 S 2 是 
舍适的._如，当 C 乒0时，一 d / f 映为 oo , 而 oo 映为 a / c . 于是容暴明自每个线性分式变换是 
一个将 s £ 映到 s s 上的^-一映射.而 _ a ， 每个线性分式变换可由叠加 T 列形式的变换得到 s 
(a) 平移 1 z- ， z+ln 

12791 ( b ) 旋转： z-^azt I a \ ~ l . 

(€> 相似 ： z - ► ra :， r >0. 

( d ) 反演 £ z ^ l / z , 

若在 (1) 式中， r - O t 这时 是很明 显的.若^^0,则可_恒等式 

^ + & + _ X _ A _ (2) 

cz ^ d c cz 十 d ’ ^ 


得出. 

易知前三个变换将直线变为直线，圆变为圆，这对 （ d ) 却是不成立的.但我们若把所有直 
线和圆綴成_族记作萝，则夢对 （ d ) 是保持的.因此，我们得到一个重要的结论 t ’对每个 
线性分式变换都是保持的.（读者可能会注意到，当把#看成穿的一个子集族时，则通过球 
极平面射影 I 3 .1(1)，穸由 S 2 上 W 所有圆组成；我们不打算采用^这个健质’并且省略其 
证明，） 

易证经过反演变換孑仍然保持，初等解析几何表明 y 中每一元索是方程 

ce£z - +fiz + 7 ^ 0 

的轧迹，其中 y 是实常数，丽 jS 是复常数，并且#若 
若 0 @ 0 ,则鲼出一条直线*用^换。则（3>式变成 

a+fk 十灰 + yzi = 0* 


(3) 

«#0,则 （3) 式确定一个圆； 

(4) 


这是相闻类型的方程 ■ 

设 a , 6和 e 是不同的复数+我们可以构遺一个线性分式变换 P 它将有序 H 兀组彳心办， 


r } 映为彳0，1， o °}， 即 


,、 (b — c) Cz ^ a) 
一:卜 (6 — a )(^^ 


(5) 


这样的 f 是唯一的.因为若 〆 则必定在分子+有若史0：)^的，则在分母中必 
定有若同时有 〆 扮我们就会得到< 5) 式，如果《，仏 e 中有一个是类似 (5) 的公式 
也是容易写出的.如果我们在 (5) 之后再作一个相同类型变换的逆 变换， 便得到下面的缮果： 

对 S z 内的任意两个有序三元组 U , h c } 和 { a 、 V ，有 J ■仅有一个线性分式变换将 d 
映射* a '， 映射为并且将 r 玦射为 〆 • 



共瓒駚射 


223 


(当然，这里假定了 a 私 并且对1/和，也同样假设 

我们从这个结果 M 以得出结论 s 每一个圆都可以经过一个线性分式变换映到條一个圆上， 

更有趣的是，每 个 _都能映到任一条直线上(著将点 oo 看做直賴上的点）.因此，每一开圆盘 
能够*形映射到任一开的半平面上. _ 

我们来更详尽地讨论这种映射中_一个，即 

(6) 

r 1 — ^ 

这个_映 { — 1. U, 1} 为彳0, 1. «}: 线段（一1，1>映射为正实轴，单位岡了鐙过 一 1和1， W 
此，〆 r) 是一条经过 #—1)=0 的直线.因为单位圆 T 在 一1 处与实轴成一直角 * 故 f ( n 在 
0与实轴成直角.因此. f (r) 是虚轴* 因为炉 (0) = 1，可知 f 是一个将开单位圓盘映到开右半 
平面上的一一共形映射. 

线性分式变换在共形 映射理 论中的作用也在定理 12.6 中得到很好 M 说明, 

14* 4 线性分式变换使得有可能把关于金纯_数在接近直线贈的性态的定理代以 ® 弧巧 
情况.反射扉理的一个_正式讨论，将足以说明这个方法- 

设 D 是1/内一个 K 域，它的边界有一部分是单位圆上的岡弧/在万上连续，在0内 
全纯，并且在 L 上取实値，麗数 

•> =語 ⑴ 

把上半平面映到 LJ 上I 若 sH , 则定理]〗■ 14给出 g 的一个全纯开拓于是 
给_ / 的一 个全纯开拓 F， 满足 

f (, z w > F(a：) * (2) 

其中 ^1/ z * 

最后一个断言可由—个性纖得若加=0(2)和则它容易通过 
计算验 M+ 

习 M 2〜5提供了这一技巧的其他应用. 

正规壤 

赛曼映慰定理可以通过把映射函数展示为某个极 值阏题 的解而予以证明*这种解的存在有 

赖于我们观在要叙述的某些全纯函数族的一 个翁常 有用的 紧性. 

14 5定义设打是一个区域，若族^■中條一序列都包含一个子序列 * 它在 
II的每一个紧子集 上一致 收敛，则称族沢为正 規族. 这个极限臟数并不要求属 于酽. _ 

(有时果个比较广泛的 定义. 只要族賽中 任一序 列在幻的每一紧子集上或者一致收 

敛 * 或者-致地趋于这对于讨论贩纯函数是比较合通的 * ) 

14,6竄理设族采 "CH(fi)， 穿■在区城口任_紧子集上一致有界，则族歹是正规族+ 

证明这个假设意味着对于每一紧集打，都有一个数 M(K)< ㈤与之对应，使得对所 

有 /€ 浞及均有丨 f ( z ) I 

设 ( Kj 是一个紧集 序列，其并等于 13, 且包含在 K …的 内部. 这种序列在定理 3 
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中曾经构遺过.于是存在正数4满足 

d ( z ； 24 ) d (z e K n ) t cl ) 

考虑1<„中两点 〆 和，，使得一^1<貳，令 y 为圆心在/半径是2良的正向圆周，并 
用柯西公式估计 I /(/)-/(/) I . 因为 

t ff 

1 _ 1 _ 文 

F ^ 7 — 卜厂 ( f-z )({：-/)’ 

我们得到 

灿一 /(/ 卜號 (卜 

因为对所有 氏 ，有 I f— 〆I = 级及 I / i >&»所以（2>式_出不等式 

I /(，）一 /(/) 1< M (f 一 I〆 一 ^ I ， 

o * 

它对于所有 / e ，， 所有 〆 及 / eK ,， 在假定 | 〆 一 〆 丨 <4时咸立. 

这是证明的关键性步骤 ：我们 E 经证明，对于每一尺^夢中的函数在 K rt 上的限制构成 
一个等度连续函教族 ■ 若//€萝 ， i = l , 2, 3，…，则由定理 1 L 28可以推出存在由 IE 整数 
趙成的无限集的寒刻 S ,， 使得当 S « 中的』时， f / d ® 上一致收敛， 
应 ffl 对角线过程就可以产生一个无限集 S ， 使得当 S 中的 jf ^ oo 时，{力}在每个 K , 上（从丽在 
每个紧集 KCO 上）都一致收敛. ■ 

黎曼映射定理 

14,7共形等价我们称两个 K 域卬 和 ft 是共形等价的，如果存在一个映射 fCHtO ,), 

| fg 2| 免在仏 +是 -的，并且换句话说，如果存在一个 fii 到&上的^共形映射， 

在这些条件下， p 的逆映射在是全纯的（定理 lass ), 因而是一个撝到 a 上 的共形映射. 

_此得知共形等价 K 域都是國 胚的. 但鑣，共形等#区域之 I 司冇一个更*要的关系 ：设史 
如上所述，则 p / 。 f 是則级）到 wn !) 上的保持和与乘积的—映射，即它是由 h (龜）到 
HClli ) 上的环 同构. 如果有一个简单的结构，那么关于 H (0 2 ) 的 N 题就能转化为 
中的问题，并且它的解可以借_于_射®数 f 返回到 H (仿），这个问题最電要的场合是基于 
黎曼映射定理(在那里 ft 是单位圆盘，对于平面上任一个单连通真子 K 域/1，它把 rKD ) 的研 
究化为 H ( U ) 的研究.当然，为了求出问题的显解，可能需要对于映射函数具有相当精确的知识* 
|4„ 8定理平面内任一(与乎面本身不同的）单连通区域卩都焉开单位®盘以共形 等价， 

注根据刘维尔定理.平面的情况簋然已被排除.因此，平面不能共形等价于卩，尽 
管这两个区域是同胚的， 

在® 明中用到单连通区域的性虜仅仅在千每一个在这区域中没有零点的全纯函数都有全纯 
的平方根.从这里将得出定理 13 .U 中 “( j ) 蕴涵 ( a) M 的缩论，并将完成这个定理的证明- 

证明设 D 是平面内一个单连通区域，并设叫是一个复数，_任 H 设 X 为所有 # 6 H ⑴) 
构成的函数族，其中4是将 D 映人 U 的一一 映射. 我们必须证明有2将映到 t /上. 


( 2 ) 

< 3 > 
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我们先证5非空.園为17是单连通的，于是存在一个$ 6 ,使得< z — ■^在内 

成立.若 f (^ i ) — f ( z z ) ，则也有# ) = f 1 ( z t ) ，从而— Z 2 \ 于是 妒是 -的.同理可证，<0中 

没有两个不鬭的点 A fp Zz 满足> =— ^(^2 ). 因为 f 是-个开映射 ， f ?(0> 包含一个圆盘 
D ( a $ r )， 其中 0< r <| a 丨.圆盘 CK 一 m r )， 因此与一 D ) 不賴交 * 并且，如果定义峻= r /{ f -\- a ) , 
我们就会看出06又 

第二步在于证明*若#€ 1而 〆 fi ) 不覆盖整个且若夺€仏则存在一个瘃€ 2,满足 

I (%) |>| 〆 (％) K 

运用由 


Z — a 

9^ = -- 

1 — 戚 

定义的函数叫将是方便的 . 对 a€U ， 灼是一个将 U 映射到 LT 上的 *=" 映射 I 它的逆映射是 
9 „( 见定理〗2 . 4乂 

设 € U 而饮$ 0( H ) .则矜。黌 e 2,旦鈐。#在0内没有零点I因此，存在一个函数 
g ^ H(0) , 使得〆 = #- 易知 gr 是一个一一映射 〈像 在证明2乒0时一样），因此片€ 2?并 
且若办 & g , 其中则有#1 e x 记 w ， Mtt，） ，我们现在得到 

ip — & S ^ g = & S ^ ^ ^ 

因为办 （ A) = 0. 由链式法则得 

^ ( % ) — F f {,0) ip f I C ^ o ^ ? 

其中 F= f - B 。 S 。妒〃，易知 F(U)CU, 并且 F 在 L ； 内不是一个一一贼射，于是，由施瓦茨引 
理 C 见 12 . 5 节 ) 得 I r( 0 ) I < 1，因而 I /(^) I < 1 /t^c> I * ( 注意，因为 # 在 n 内是一个 

- 一一映射， 放咨 （㉞) 判、 

阇定 ％ en. #设 

^ = sup{ 〆 （怎 0) \ I ^ C ■ 

从上面所述清楚地知道，任何函數知 I h f (z Q ) I - 7 时 ，它将映 n 到 u 上 . 因此，只要我们 

证明存在这样一个函数 A， 定理就证明了 ■ 、 

由于对所有 #es 及 zen, 丨 #($) I <i, 故定理 14 * 6表嚷2是正规族，由^的定义知道 

在工内有序列彳 # 3满足丨 #:( 為 > 丨4 ? ，并旦由 I ；的正规性，我们可以連出一个子序列（为简单 
起见，仍记为〖#,〗），它在 D 的紧子集上一致收敛于一个极限由定理 10 ^ 8 , 

1 //(^) | 因为2 ^ 0， i>0, 所以 A 不是常数 . 國为办 （0 >C=l； f 2 , 3,…，我 

们得到 h(mcv , 但是开映射定理指出实际上有 

余下的是要证明 h 是一个 - * — 映射 . 取定 D 内不同的两点 A 和 m 令 CI 二 ) 及仏一 
办 2 , 3 ,… ，又设 D 是内圆心在 A 的闭 @ 1 盘，使得幻并且在 Dp 进界上 
fe — a 没有零盘 . 这是可能的》 _ 为 /i i 的零点在 D 内没有极 限点 . 麵数各 — 〜在 G 上一致 
收 敛干卜 a ; 因为它们都是一一映射 , 并且有零点〜衡以它们在圆盘 D 内没有零点；由懦歇 
定理得知 & 一 a 在 D 内没有零点 I 特别地 

于是 /^€ 2 , 并 丘定理证毕 . " 
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另一个更富有构造性的证明将略述于习题26， 

14.9 评注前面的证明也指出 r A (%》 ^ O - H 为若& 而谷？^0，则卿。 

并且 

| ( 羚 * | — [ |= V」》);J >1 h'iz^} U 

注意到下面这一点是很有意思的.虽然^是通过对取丨 〆 （&) | 的最大值产生的， 
但若容许/取遍由所有0到 U 内的全 纯映射（不需要是 一一 釣）祖成的类 + A 也能最大化 
|/(%)丨的値.因为 f 若/是这褥_函数，则尽 =/ H [ J 到 LT 肉，于是丨/(0)|<1， 
当且仅当 g 是旋转时等式才成立（由施瓦茨引理得到这样由链式法则便得到下述结果 S 

若 / eHW )，/ oi ) cu , 并且％則 l / u 。） < I i -当且仅 if / u ) = 

lh(z) T 其中； i 是满足 1 1 I =1 的常教时，等式咸立 * 

，类 

14. m 定义褎是由在 u 中是一-并满見 

/(0) = [), /(0) = 1 ⑴ 

的全体 /6 H ( D ) 组成_类_ 

这样，每一 t */ G 夂都有幂级数展开式 

f ( z ) — （： 6 t /). ⑵ 

«=J 

义类在 加法及乘法下是不封 K 的，但它有许多别 W 有趣性质.我们在本节中将仅仅讨论其 
中一小_分*在第20章中征_梅尔袼良定理时将用詞定理 I 4 . 15. 

14* 11例子若丨 s I ，而 

人 （2) = ^~=^ = §阳"】 2 "， 

麵 f a e ， - 

困为当 Ui < i ， |叫丨<1时， 若 f » f » ， 则（定一 w)(i — a 2 謂 ）= o ， 并旦第二 
个因子不悬 0* 

当 lal /. 称为克贝函数.我们把求区域/；««留_读者作为_习‘ 

M . n 定理 Ca > 若 /e 分， | a 1 =1 ? 并且 gU )= Z / Gx ), 則 gd ( b ) 若則 
存在一个装€没％使得 

g i u ) - /(^) u e u >. ⑴ 

证明（狂)是显然 It 要证00,记/(怎）=呼(之），则 f € H ( LO , f (0)- I ， 并且 f 在 t / 
中銳有零点，國为/在 W 内没有零点 • 闲此存在一个函数托腿 tn 使得^⑻二〗， 

令 

容（霉） = zhiz^y ( z ^ I/) * (2) 

则 〆 ( z )^ z 2 hH ^ )=^^(^)=/ U z > ，于是得到<1>式. I 然发⑴）这0和/(0) = 1.我们来证 
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_装是一一映射. 

设怎和 tt ^ U ， 并且总《之） = g ( t € i ) 4 因力/是一一映射 （1) 殖涵着这样 * 不是 
w (这就是我 们要证 明的）就是在后一种情形， （2) 式表_ = — 客(览） ？ 由此即得 

贫(定）二 g ( w )= so t 又由 于真在 EJ — {0} 内没有零点，我们便得到 z ^ w ^ O . ■ 

14* 13定理如果 FSHO /—{0})* F 在 U 内是 一一 的，并且 

F(z) — - r (z ^ U)^ (1) 

怎 T^o 

则 

CPO 

乏> 1 % \ 2 <h (2) 

这就是通常说的面积定理，其理由在证 k 中将会明白 * 

证明 奶的选取显然是无关紧要的 • 因而假设吻=0，若用 AF(k)( U 1 代替 FG)， 
则既不影响假设也不影响结论.于是我们可设奶是实数. 

对于00<1*.设 UfUf | 怎 10}， C ； = {h u 1 = r }， 又设 V r = ( 2 t r < u | <1}， 
则 F ( LT 》 是点 ㈤ 的邻域（对 1/ F 应用开映射定 理）； 園为 F 是 一 -，映射 t 集 F ( C r ) 和 
是不相交的，记 

F(z) — 丄 4■ 政 + 史（之） (z 6 V )» (3) 

F-ii+ii;， 且 

A = — +m^f B — — mr. (4) 

r r 

当时，我们得到 

u " Acos^+ Rtf 和 =一 Bsini^ + (5) 

在等式 （5) 中分别除以 A 和 JB， 再平方，然后相加得到 

由 （3) 式知道， f 在原点至少有二阶零点_如果我们仍用 (4) 式， 樽知 存在？ >0,对所有足够小 
的 r， 满足 

荃 + 筝 <1 + 〆 (z^r^h (6) 

这说明 F(a) 在椭圆 C 的内部， E r _半轴是 A /1 ^及6^1 + 7^因此围成一块面积 

tcAB (1 + i/r 3 ) = 7t(+ + ai”) (+ 一 mr) (1 + 〆 ） 

< i(l + f r 3 ). ⑺ 

因为 F(C r ) 在民的内部，我们得到 ROFOXh H 而 F(V r ) 在艮的内部，于是 F(K) 的 
面积不大于(？），从柯西〜黎曼方程得出映射 (a r) 的雅可比行列式是I纩I 2 -因此 

定理 7 . 26给出下述结果， 
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+ I F r I 2 

Vr 

=\- r 2 ^ w +^mr V … _ 

= 2itJV a + p u« mdu 

» 

= — 1+ U lUl - r 2 ")}. ⑻ 

] 

若在 (g) 式两边除以 it , 然后减去我们得到 

N 

I r ( l -^)< l+ r ( B ) 

n~l 

对所有足够小的 r_ 所有正整数 /V 成立.在 《) 式中令 r — 0,然后令就得到 (2) 式. ■ 
推论在上述定理的同样假设下 ， I m I =0. 

_ 令 FG) = (1A)+ 狀， U | =1，这是个在 LT 内的一一^映射.它说明这是最好的结果. 

14.14 定理 若/€，，并且 

CsQ 

f ( z ) = z + 2 a ^ n fr 

n=2 

则 (a) I 化 I <2, <b)/(U)3D(0? +). 

第二个结论说明 /(LO 包含所有满足 I w 丨的紙 

证明 由定理14、12,存在 g6 ^ * 使得〆 （0 = /(#). 令 G=l/g， 将定理14, 13處用 
于 G, 就得到 （a ). 因为 

fiz z ) = 怎 2 ( 1 + a 2 # 十…）， 

我们得到 

g { z ) = sr(l + 士十…)， 

因此 

GCz ) = — \ a t zZ + …) = 士一学之十 


定理 14 1J _推论指出 Uf I <2 # 

要证 (b)* 假设 w $/ao . 定义 

AO ) = 

则 hencu), a 在 [/ 内 是一 的，并且 

k(z) =( 霉 + 这 〆+…） (1 + 


f ( z ) 

^ — fix)/vu 


)=2+ {A + 士 ) 之 2 + … 


因爾说义，对 li 应用 (ah 我们有丨% +(l/ii;) I <2,又因为I电 | <2，我们最后得到 I 1/w | 
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所以对于每一个班€/<10,有 I 加 | >+， 这就完成 了证明 1 _ 

例 14. 11 表明 U ) 和 ( b ) 都是最奸的结果. 

进而，任绘 a / O , 我们都可以找到_个整闲数/，满足/(0)=0, /<0)-1,而不会取到 
值^例如， 

f(z) = a ( l - e -^). 

当然,窗 ui <| 时，这样的函数/在 u 中不可能是 一一 的. 

14*15 定理设 FeHXLJ —{0}), F 在 U 内是一一的，在 z =0 处 F 有一个 一 阶板点，残 
教是1， 并且圳 和比 £ 都不在 F ( l /) 内》则 I w z -=toi | <4, 

证明着 /=1/( F — 叫）, i | /因而 / OJ ) 二) D (0, 士），于是在 F —斯 的映射下， 

U 的象包含使 I 如 I >4的所有 m 因为吻一切 | 不在这个象内*我们有 I 奶一 坤丨 < 4 * ■ 

注意，这也是最好的结 果：若 卞 b 则 FOJ ) 不包含点2和 一2. 事实上， FCU ) 
在实轴上的余集正好是区闺 [—2, 2]. 

边 界上的连续性 

在一定的条件下，每-个单连遞区域到1/上_共形映射都可扩展为它的闭包万到口上 
的同胚.在这里， II 的边#性态顏了决定性的作用. 

14.16 定义单连通平画区域 II 的边界癍 p 称为£1的 简单边界点， 如果#具有下述 性质： 
对于 D 内的每一个满足时心一芦_序列都对应着一■条曲线7，它具有参数区间 
[0，1]，并且有一序列“《}， o < ti < h <-^ 4， i ， 使得 2, 3,，并 

且当 o < f < i 时, y ⑴ ea 

换甸话说， n 内有一条曲 线经过 所有点&且以#为终点， 

14 17 例子因为简单边界点的例子是很明显的,我们来研究一些非简单边界点* 

如果 o 是 C /— 0<尤<1}，则 O 是单连通区域；并且若则沒是^的一个边界 
点，但不是简单边界点. 

为 了举出 更复杂的例子，设成在以0，1， 1 + i 及 i 为顶点的 IE 方形的内部1 在從内除去 

区间 

「1 1 , 介 「 1 ,j i 1 I H 

[⑽十了 d 和 Lwi + ? 薩 

这样得到_11是单连通区域 + 若0<3?<1，则以是边界点，但不是简单的 - 

14-18 定理设打是平面内一个有界单连通 s 域，并且设/是 n 到〔/上的共形映艚 * 
u ) 若芦是 n 的一个简单边界点，則/有一个到的连续开拓 • 假如/是逸样的开 
拓，则 I f(fi) I =1, 

ib ) 若泽和典是 D 的两 个不阔 的简单边界点 ♦ 并且/如 U ) —样被连续开拓到 

{ptU 刺 /( ft ) 关 /( ft )* 


fim 
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证明设 g 是/的逆 * 则# ho ;)， 由定理10, 33 , gim ^ n , g & 一一^射，且因为 g 
_ 有界， 

假设 Ca } 不成立.则在 II 内有序列 满足知一释 ，/<邮坤 . /( 似出竭，并且 
9^ w 2 , 按定义 14、16作7，并且对 0< f<l 记 r < l )=/()< f )). 对 0< r<l 令 K ^ g ( D (0| 
r)h 则^是13的紧子集.因为当时， 7( f )—^ 于是存在一个 f * <1( 依赖于「）*使得 
r<Xl 时，因此，当 r < O <10 t，I Pit ) I > r . 这说明当 时 ， I r ⑴卜* 
i . 因为 r (心） — 和 r (心+,)—_，我们同时得到 j 斯 | = | _ | =1. 

现在得知，其并是 r _({ Wl } U { t ^}) 的两段开弧 ■/屮 有一段具有如 T 性质： 对于 u ■的每 
一条端点为 J 上的点的半径交 r 的值域于一个有一极限点在了的点集.注意，当 
^( r (0)=7( i ), 并且因为 gefr % 茗在 丁上几乎处处有径向极限，因为当^^1时* g ( pa ))~^ 
p , 因此在 j 内几乎处处有 

lim ^( re ^) = ^ (1) 

r -^1 

对 g —择应用定理 11. 32, (1>表明 g 是常数.但是 g 在 CJ 肉是^一一的，于 是得謂 矛盾.这样 * 
vl \ ^ 9 即 （ a ) 得证. 

假设 < b ) 不 成立. 我们以绝对值为1的遺当常数乘/,便得到择，但有/(與>=/(择 > = — L 

园为势和興都是 D 的简单边界点，于是存 在曲线 I ，它具有参数区间[0, 1]，对纟-=1及 
2 -有 m [ o , i )> co , 并且 k ( i )= 啟， 令 r 乂 fW ( x ( o )， 则 n ([ o ， i )) cu , 且 r ]( i ) = 
r 2 ( i )= i ， 因为在 [ 0 , l ) 上， giriitn ^ rM , 我们有 

(t)) pi <i = 1 f2) f (2> 

因此 由定理 12. 10 推出 g 在 1 处的径向极限既是 ft 又是 A . 当时这是不可能的. ■ 

14*19 定理若 D 是平面 ft 的有界单连通 区域， 并且 D 的每一个边界点都是简单边界点， 
则每一个 D 刺1/上的共形映射可扩展 为互到 0上的同胚- 

证明设且/是一 一的. 由定理 U . 18,我们可将/扩展为万到 
0内的一个映射，使得当{%}是 d 内的收敛于 z 的一个序列时， /(<*” WU )- 若 nrt 的序列 
UJiC 敛于2，则存在点％€11，满 M 1〜一 〜 I < l / n 及 I ! < l / n . 这样， 办 _ 

z , 因此 /( 心 ）#/( z )* 这就证明了 

我们现在 B 证明了 /的开拓在万上是连续的.同样有 t / C /( o ) cO . 乃的紧性蕩涵着 
\ wo \ /( I )是紧的，因此 /( 万） = n . 

定理 14. 18( b ) 证明/在0上是 —— ^的.因为紧集 M 每一 ■个连续一一映射有一连续逆映射 
([26], 定理 4. 17)，敏定理得证 • ■ 

14.20 评注 

( a ) 前述定理有一个純拓扑学的推论：若乎面有界单连通区域0的每一个边界点都是简单 
边界点，則 D 的边界是一条若尔当曲线，且6与 P 同胆. 

(根据定义 • 一条若尔当曲线就是单位画周的同胚象 .） 

下述逆命題也是正确的 s 着 G 的边界是一条若尔当 曲线， 则 D 的每一个边界点都是简单边 
界点，但是我们不 打算证 明它. 



共形映射 


231 


( b ) 设/如在定理 U . 19中一样， a ， 6和的不同她边界点，并且 A , B 和 C 是了 
的不同 的点， 则有一个线性分式变换穿映三元序组 {/ U) f /( W , / U )} 为 { A , B ， O ; 设 { A , 

B, Q 的定向与彳 /(a)* /«), /(c)} 賴同； 则一 U)=C /, 且函数 #= f 。/是万麵 O 上的 _ffi, 

它在全纯，并旦映6, d 为原先指定的 { A , B , Ch 从 14* 3节得知#由这些要求唯一 
决定 . 

(c) 定理 14.19 连_上面的注 ( b ) 都不难推广到黎曼 球麗穸 内所有边界点都是简单边界点 
的单连 通区域 II 上， 若假 定穸一 JT 有非空内部，这样，通过一个线性分式变换就可以使我们 
回到是平面内一个有界区域的情况.类似地，例如， U 可以用半平画来替换 - 

( d > 更一般地，若像定理1119 一样，/:和/ 2 分别映 a 和岛到 u 上，则 /=/r • ， 

是吞到 ft 上的间胚，它在岛内是全纯的， 

环域的共形映射 

14. 21 平面内任意两个单连通真子区域共形等价是黎曼映射定理的一个推论， 因 为它们 
中每—个_与单位阏盘是共形等价的 w 这是单连通区域的一个非常特擁的 性质. 自 然会问 ，是 
否可以推广到下一个最简单的情形，亦 即任意 两个环域是否能共形等价？回答是否定的. 

对于 0< r < jR * 记 

Air f R ) = ( z , r<U \< R ) U ) 

是具有内半径 r 和外半径 J ? It 环域，若 A >0, 映射文将 A ( r ， i ?) 映到 A < Ar ， A 靛）上■因 
此 ， f R / r - R ^/ r } 0 t ， A < r , J ?> 和 A (…托） 是共形等 价的- 令人惊奇_是，这个充分条件國 
_时也是必要的 | 这样，在环域间对于每个大于1的实数都对应有一个不同的共形映射类型 - 

14.22 定理 ACr lt 和 A ( r 3 , i ? 2 ) 是共形等价的,当 JL 仅当 

证明不失一般性，假定 n = n = ] .记 

A ! = A ( l f Ri ), A 2 - A ( l ， 私）, ⑴ 

并假定存在 /€ H ( A S ), 使得/是一一的，且 /( A ,)= A ” 设 K 是圆心在0，半径的 
圆屑._为广 1 : 也是全纯故厂 UK ) 是紧的 * 因此，对某个有 

A ( l,l + c ) fl /"'( K ) = 0. (2 > 

于是，1+€>)是 A M —个与 K 不相交的连通子集 * 因此， VCAC 1， r ) 或 VCA 
( r , R z ). 在后一种情形,用私 // 代替 /, 这样我们总可以假定 VCA (1, r ). 着1< U " I < 
l + e , 并旦 I % 1 —1. 则 /<^)ev* 并且 {/(&)} 在烏 内无 极限点（因为厂 1 连续^于是 
1 /(^> i — i . 同样可知，当 I ■时，1 /(%)丨 — I 

现在定义 

_ logRg (3) 

及 

m (怎 ） 1 Elog | fiz ) I — 2 aIog I z I (z 6 Ai >. ⑷ 

设 a 为柯西-黎曼算子之 一■ 因为3了=0及 a/=/， 由链式法则得 
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因此 


( 5 ) 


Ou )( z ) - 6 A ,), ( 6 ) 

fiz ) z 

于 Jill 在 _ 是调和函数，由本证明的第一段，可扩展 为瓦上 的连续函数，使之在烏 
的边界上取零值，因为不是常数的调和函数没有局部最大值或局部最小值，我们推断出 


于是 

傷 =，… A 


(?) 


设7(0-%/頁「#<_11<1<|0 1 设1^/。7，像定理 10. 43中 的证明 一样， （7) 式给出 

a = MrQ§ dZ ^ lndr(0h 


( 8 ) 


于是 a 是一个整数，由 （ 3 ) 式，^> 0 ,由 （ 7 ) 式，厂*/(艺>在先的导数为 0 ,于是 / U )= u ' 
圓为/在 Ai 内是一的， L 因此 ■ 


习题 


1. 求岀复数 l fe，f 和 A 使线性分式变換： c 似 +i0/<a+rf) 将 上半平 面映到 上半平 面所应当满足的充分 


必要 条#. 

2. 定理 U . 14假设 的简他 形式是 OOJ f ， L 在实轴上，并且当 L 时， Im /( t )- Hh 试在下述假设之下 * 利 
用这个定理建立类似的反射 定理* 

( a ) Q < ZE " . L 在实轴上》当 时，1 / U ) | —1. 

( b > na /， jlc 7 ■，当 时 ，I /uy I 
( c ) acu f LCT , 当 r—L 时， ImfU ^ O . 

在 （ b ) 的悄况下，若 / 有一零点 a € D ， 试 tt 明 /© 开拓在1/=有—个极点，在 （ a ) 和 （ b ) 的情形卩有仆么类 


似结论？ 

3.设 i ? 是一个有理函数•使得当丨 ® I =1 时 ， I Riz) ^ =1 - 证明 




am 




其中 c 为常数， m 是整数，并且奶，…， a * 是满足和 I 办 
U | =1时绝对值为1- 


4,试作川在 T 上取 IE 值的有理函数的类似推述 ■ 

提示：这个函数在 U 内必定有相同的零点数和极 点数. 考虑形如 


(Z — Of>G _ az } 


共1_复数.注意上述每一个因式当 


的國式:的乘枳，其中 I fl I <1和 I I <1. 

5. 设/是三角多项式 

f (6) — 

i = —B 

并且对所有实的炱证明存在一个多项式尸…+ 0%使得 

fm = I P ( e ^) p ( r 是实数）. 
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提示：应用习题4于有理函数2^ 〆 ，如杲我们在假设中把/<扔>0換为 /( 扔>0, 縮果是 管仍義正确？ 

6. 求出映射菸 （ JE 定义12, 3)_不动点，是齑存在直线使％映这条直 线到它 自身？ 

7. 设映射 



求出所¥复数心使 / fl 在 U 内是一一的，对所有这些情况描述/,01>_ _ 

8,设/< £ )二 £ + <1八>，试描绘出以0为中心的岡和过0的射线在/之下映成的椭圆和双曲线族. 

9* U ) 设打- ™1< R 枕<1)_求出一个 IT 到 U 上的，满足/<0)=0和广 C 0)> tS 的一一^共形映射/齣明显 
公式，试计:簿 fm . 

Cb ) 注意， （ a ) 中所构造的函数的反 涵数齡 实部在 U 中有界，而虚部无界，屮此推出存在一个在 D 上连续 
的实函 数“， 它在 U 内调和，而它的调和共轭函数 u 则在1/内无界. b 是使 H + h ? 在 Uft 全纯的函数 | 

由预先给定 tKO >=0, 我们可以唯一地决定认） 

( c > 设 g € mm » au 内 i R«g i < i , 并 mg ( co = o , 证明 

I gir^y |< ^ log 

提余 i 参看习®陳 

( d ) 设 0 是像定理 i 2*9 中的带域，固® 0申随一点窃+垆设 A 是 D 到 D 上的-一共継映射，并且它把£1 
+ 0映为 0. 证明 

| ^Ca + i ^> I ^ 1 /ccisja 

10. 徵/和开都是 Lf 到内的全纯函数 * 并且 /* 一一/(0)=^(0).证明 

g<D<0; r*)) c fimot r)) (0<r< 1), 

11. 设 13 是单位圆盘 U 半部分，试求共形映射 /, 将 O 映射到 U 上，并篮将{_1 ，I 1} 映为卜“ 

—u 1). 试求出 sen 使 /( 忠）= 0，并求 fCi / 2 ). 提承 t f =9 M a #，其中穿和少是线性分式变换， 

而 〆 A )= A S . 

12. 设 D 是区域，/€ H ( O ) ^并 JL 对所有 Re / U )>0. 证明/在 D 内是一一映射，若将傕设减弱成 
Re /< s )>0 时，结果是否改变？（除掉/为常数的平凡的 情况） 试举出例子说明不 能用“ 单连通 ”代替 


44 凸" ■ 

13„设 G 提区域，/« 6 H (0>, 2, 3，…，每一个/»都是>0 _的一一映射.并且在0的紧子集上 A 一 

致收效于 r , 证明/在0朽或者是常数，或者是-— 映射. 试说明这两种锖况都可以出现- 

14, 设 - i ^< i :, / emo ), 1/丨<1，并且唐时， / u 》— 仏证明 

lilts /{^ + iy ) — 0 (― l <： y 〈 l ). 

并旦当： V 限制在 区_1 _ 时，/ 一致 地收敛于这个极限.提示 * 考虑序列 彳 / J ， 其中八 （ s ) — 

r + lf 定义在正方形域 ； I J I <lt I J I <1内， 

一个雜数及在銪近使茗_径向极限存在齣 1 ^的边界点时，关于&的性态，这个定理能告诉我们一些 

什么？ 

15, 设 f 是所省满足 Me />0 和/(0> = 1 的函数 的族， 证明 f 是正规族，条件* V ( 0 ) = 1 能否去掉？ 
能否将它改成 1 * /( oxr ? 


16. 设，是满足 


T I f{z) i a dr%< 1 


的所有 /€ H ( U ) 的类，是否是 iE 规族？ 
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17. 设0是区域.£, 3…，在 D 齡紧子集上人一致趋于/,并且/ 在/ 3内是一一映射， 
试问是否能得 S 对于 每个* 集 KOI , 都对应着一♦整数 N ( Kh 使当 j ?> N ( K ) 时，在 K 上是 一一 映 
_ 射？给以证明或举出反例. 

1 S . 设是单连通区域，，^€0,并且/和露是 II 到 U 上戲 f 一一共形映射，将為映射为0,问/和 g 之间有 
什 么关系> 若对于某个 = «0答同样问 I 题. 

19. 试求一个由 L / ijU 上的同懸，使它不能扩展为在 D 上的连续函数 - 

20. 若定义见14, 10), n 最一正整数，《明存在一个函数夕％使得对于所有 g _ U > = 
/U"). 

2 L 试求所有/€ 妒* 足: Ca )/ Ct 7)3 U , ( W / aD 〕0， Cc ) I ， I =2. 

22. 设 / 是一一 _ 形映射 * 它将 D 映射到一个以 0 为 1 1*心的正方形上，并且/《0) = 0.证明 /( b ) = 
f ( z )^ Sc ^\ 证明4=0,除非 if 一1是 4 的倍数， 推广； 将 IE 方形換为具有旋转对称性的单连通区域. 

23. 设 D 是有界区域，它的边界 ft 两个不相交 的圆周组成. 试 1 E 存在…个一一共瓛映射，它将 D 映射到坏域’ 
(对于 每一个使穸一 13恰好有两个分 支的， 每一分支包含多于一点的區域 a 这结论仍然是真的，但是这 
个一般情形比较难于处理+ ) 

24. 试完成定理 14*22 的下述证明的 细节，设1<柘 < I ? 1 T 并且/是将 A ( U 私）映到 A ( l 拓）上_一一共形 
映射，定文力^/和/,^/"/■-【.于是存在 （/ J 麴子序列，在 AU ， 私》的紧子集上一致收敛于一个函 
数晷试证明其的值域不包含任何非空开集 C 例如用三圆定麵）.再者，证明在圆 I ^ H 2 二拓)上 g 不 
是常数，因此，/不能 存在. 

25. f i 面是定雇 14. S 2 的又-种证明，如果/如14,22所设，重复違用反射原理将/扩充为整函数，使得当 

U 丨时，丨 / U ) I =1，这就可以推出 /( e 卜其中 I ® I =1. 而 对是- 整数，试完成这些细节. 
2 S t 重复运用定理8证明中的第二步，胃以得出荦*映射定理的一个靈明<*克擬作出），它在 " F 述意义上 
是 一冊构 造性的证明，即它并不賣求正規族的理论，从而不依赖于某种未予确定酌子序到酌存在性，对 
于这 证法的 s 后一步 t 僵设 d 有定理 13. 11中 （ h > 的性质是有好处的，因此，任何与 a 共形等价的区域都 
满足 （ h ), 回忆一下， ( h ) 也显然推出 < j )* 

根据定理14 s 中的第一步，不失一般性，可以偎设 oefl , n [ u ， 并且撒 o = a ， 邀个 a 明 

在于构造区域 o " fig . Op …和函数 / i ， / s , /3，…，使且函数 /* * /»-| . ^ 

f , 收敛于一今卩到 U 上的共形映射 ■ 

试完成 F 述提纲的各个细节, t 

< a ) 设 On 巳构造出来,令？■•是满足 D (0: r ，> Cay 的最大的数.设⑽ fiO - i 的边界点，1取 I 

选取 ft 使戽 =— 办，并设 

F * =^ 

(记号与定理14,8证明中的相同).试证 f „ 在 ^^ -i 内有全纯的反函数^并 其中 1= 
ui 众和€=01(0>. ( 这个/■就是与对廬的克货映赫，注意， 兄 是梅等函数，它只包含两个 

线性分式变换和一个平方根 -) 

( b ) 计算 /； ( O)-a \- r m }/2 V #7>1- 

( C ) 设喿 = s 和证明釦是将 D 映射区域仏 CU 上的一—映射， 
{ 〆 ■(())}有界， 

^ v r * 


从而当 JT+eo 时， r m ^l. 
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Cd ) 对 se / l . 记诋明 1 心 I < I I ,廬用哈纳克定理和第 11 章习題 8 于 <bg u a | } 
以证明 { fr } 在的紧子集上一致收敛 T 并证明 lira 釦是 D 到 1 /上_一一映射. 

ran 

27 . 证明^ (1 r B > 2 <™, 其中 《 rj 是习題26已出现过的序 ft 

_ 1 

提示: 


1-r 

2^r 


q-^) a 

2 Jr 


m , 假若在习题 26 中我们邋取 a tt €U — ft -, ， 不 必规定 U H 丨例如， 只 要坚持 


I or ™ 1^ 




这样产生的序列彳也 I 是否仍收敛于所要求的映射函数？ 

2 ®, 设 XI 是有界区域 /€ mm * / ca)crit 并 a / o »)-^. 

U ) 令/【=/及 /_=/ ， f 『" 试计算 /»( a )， 并且推出 I /( a ) I <h 
a ) 如果 / u )= u 证明对断有 $en 提承！着 

fiz) = : + Cfl 5 — 忍 >_ + ... ， 


计算 / B U ) 展开式中广的系数 ■ 

( e ) 若 I /'( a ) I = 1 . 试证/是-映射，并且 / ClDmO ， 

提帝 i 若则存在整数叫―如，使得 A 斗 1 和/^_容*这时 〆 （攻）= 1 ， g ⑴） [ 1 / (由第 W 
聿习题 20), 因此 _( b ) 得容 U )=5：. 魏用 g 作出 关于/所苗要 的结论 * 


30. 设 A 是由所有线性分式变换组成的集 t 


P ， 7* ⑴是不相同 S 数的四元序组，它_交比定义为 




(a ” 0iy~S) 
G-S>C7-0> 


着 其中有 一个为》,定义明显地按连续性方式修政.國样應用于当《与獅或 h 沿相同的情膨- 
< a ) 若 〆 龙> = 0,你， * y ], 试证妒 Gii ， 并旦9映浮， W 为 d 1， 如 h 

< b ) 证明 s 方程 [ w , 〜卜 C ] = U ，心弟 7 ] 可以按 u ；= f U ) 的形式 解出_ 这 ?€ A , 并将 A W 映 


为 （ a ， b * (}• 


若史€儿 班明 

IfMtfip ) ^ Cr ) = [ at 芦 •/， 占] ■ 

( d ) 试证当旦仅当这四点同在一圆周或直线上时 [ a ，A > 幻是 实数. ， 

Ce ) 称 t 和 f 两个点关于经过❿#, 7 的圆周（或直线） C 是对称的，如果[^ ’心 A 幻是 w 丨7」 
的 g 共轭数 + 若 C 是单位圃周，试求之间的简单几何关系，同样讨论 C 是直线的情况 ■ 

( f ) 设 t 和$，关于 C 对称，证明对于每一个 fU ， 关于 f ( G ) 对称’ 

31, U ) 证明』（见；鹿昍）以复合作为群的還算时是一个群 f 也就是说，若和薇明 f ,#€ A ， 并 

且妒的反函数？? _1 €儿证明 A 不是交換的. 

( b ) 试证扁申毎一元素（不是恒等映射)在穸有一个或两个不动点_不动点 a 就是使史 <<?)= ^的点 +) 

( C ) 映射史 称为共板.如果存在一 个代 i 使^ 〆 证明每一个 ㈣ A ， 若 P 有唯- 
不劫点，叫与祕足，+ 1 浦. 证明每一个 f € A ， 若免有两个不同的不_，则 f » 与映射: ’怎 

共轭，其中 a 是篾数》 a 能由 f 决定到何种程度？ 

(幻设。是一 复数. 征明对每一个 Kl ® 为其唯—不动讀应有一个 义使得 
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设&是所有这整 - 加±恒等变换构成的集，试证明 G , 是 A 的子群，并与所有复数构成的加法 
群同构 + 

( e ) 设 a 和身是两个不同的复数.设是所有以 ff 和芦为不动点的的集.证聊每一个由 

货⑷1 = y . 定―仅 

fiz ) — ^ Z — p 

给出，其中 y 是复数，并证明 Gy 是 A 的子群，且与酯有非零复数构成的乘法群同构. 

( f ) f 如在 ( d ) (或 ( e >) 中所设_对哪些圆周 c 有 〆 c ) = c ? 这个_答应当由参数 D 於及 y 确定下來. 

32, 对于 teV , z $ ^ U 定义 

/U> = exp I 〖log 1 1 

试选择 bg « —个分支，使得 bgl = 0, 描述 /( E >, 如果 E 是 

0>) T 的上半 部分- 
U ) T 的下半部分， 

( d ) 僮于 u 内的从 一 i 到 i 的任何一段圆弧 ■ 

< e ) 半後 [0, 1) + 

(D 钰何一个盘1 f r 丨 <l — r } > C ?< r < l . 

( g ) 位于 U 内的任意一条趋向子〗的曲 it 

33. 若％如定义1匕 3 那样，疵明 

( a > 士 j 【_ I 穿 、 I = 

cb) 1 ‘I dw ^ J ： T7T^ l0g i- L \ ^ 

12971 这里 r » 表示 W 上的歎贝檐 瀵1 度. 
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无穷乘积 


里关于区域13内不是常数的全纯®数/的零点集 Z (/), 迄今我们只见到一个结果， 
即 Z (/) 在内没有极 限点. 不久我们将会 看雙1 如果没有其他条件加之于/,关于 Z (/) 所能 
说的也就 II 有这一点，因为魏尔斯特 tt 斯定理(定理15, 11) 断言每一个 ACID ， 当 A 在内没 
有极限点时，一定有一个 /€ H ( fl )» 使 A 就是; ?(/). 如果 A = {%}, 构造/的一种自然方式 
就是选取函数八 6 H 01), 使/„只在 I 有一个零点，并且考虑乘积 


Pn = f \“ … fn 

当《_的时的极限.我们#须安排得使{仏}收敛于某个并且这个极限函数/除在 
指定的 各点〜 外不为零.因此，从研究无穷乘积某些一般性质开鎗是适宜的. 

15*2 憲义设是一个复数序列， 

p n = n + % ) (1 + 叫 ） … ( 1 + ii n >, ⑴ 

并且存在，则我们记 

u 

|p — JJ C 1 + ). (2) 

HI — 1 

是无穷乘积 (2) 酌部分乘积 * 若序列 {| U 收敛，我们就说无穷乘稠 (2) 收敛. 

在研究无穷级数 S 〜时，重要的是‘是否迅速趋于0_类似地，在研究无穷乘积时，我们感兴 
趣的是这些因式是否接近于1.这说明当 A 接近于0时，上述记号：1 4 %是接坻于1的. 

15*3 引理如果奴〗，■.、如都是复数，并且 

N N 

Pn ^ JJ ( I + «„) 1 Pn — JJ Cl + 1 iip , I ) ^ ⑴ 

1 沖二 1 

則 

p^i ^ eicp( | Ki |+ "■ 十 | I ) ， （ 2> 


且 

i piv — 1 Pn ~ i - ( 3 ) 

证明对于不等式】可以由#的幂级数展开直接得到，将7换为 I㈣ 丨， 
…，丨料 ，I ,然后将所得的各不等式相乘，便得出不等式 （2). 对于 N = l ， （3>式是显然的， 

一般情况爾由归纳法得出 * 对秦…， N _ l ， 

— 1 — #iO + 11*4-1) — 1 — ipk ™ 1)(1 + u Mi ) + u k -n 1 

因此，若用 I 代替 N 时 (3) 式成立，厕也有 

(- I |< ( p ： - DO +1 Ut+i \ ) +1 u M I = Pm - 1* ■ 

15.4 定理设是集 S 上的有界复函教序列，使得 S | m b ( s ) | 在 S 上一致收敛，别乘#1 
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/< s ) = n(i ^ u n is )) (1) 

b— i 

在 S 上一致收敛 T 并且在某个处，蠡且铁 g 对子某个 JI , 盈 一 1时，/0。）=0. 

再者，如果彳叫，•“}是{1, 2, 3，…}的任意一+置换.則我们仍有 

/W - Ua + n ^ Cs )) ue s ), ( 2 ) 

卜 1 

证明由假设可推出 E I ^ Cs ) 1在 S 上是有界的，并且着记 Av 为（1>的前 N 项部分乘积， 
_ 我们从引理15, 3知道存在常数 C < oo , 对所有的 N 和所有的 s 有 | /- m ( s ) !^C 

选取 0< c < j * 于是存在 N € 满足 

OD 

2 I u n (s) |<€ Cs e s>* (3) 

设 Up 电，…^是⑴ 2, 3 l …}的一个 S 换. 设似1%， 若 M 足够大，使得 

{1 i 2,* #4 , N } C {^1 » i+, }. (4) 

并里 f 若用 gjw 《 s ) 表示无穷乘积 (2) 釣第 M 个部分乘积，则 

qm ^ Pn ^ />n{HO + **^) — 1}- ⑸ 

在 （5) 中出现的％是 S 不相同的，并且大于 N 。， 園此由 《)_ 引理 15. 3证得 

| Qm ^ Pn 1^1 Pn I t 一 1) 《 2 I 如 I € € 2Ce, (6 〉 

如果％ = 2，3，则 gM s N ， 并且 (6) 式表明彳声~}—致收敛于一个极限函数 

/， (6) 式也表明 

1 Pm ^ Pn 0 I ^ 2 I p N(k I e CM > No ) ， ⑺ 

于是丨如 I >( i -2 i ) i p Na I , 因此 

I fis) ^ (1 — 2e) I I is g S), 

这就证明当且仅当 G ) =0 时 f ( s )=0. 

最后， （6) 式也表明 Ig M ) 与{办）收敛于相同的极限 * ■ 

(OCT 

IS . 5定理设0<*4<1,則当且仅当$]〜<°°时， 

n-i 

« 

IT (1 — u ”） 〉 0 . 

_■ 1 

证明若知黑 （1 — %)+"(1 — _)，则因此如存在，若 
2^<的，定理蕴涵着 A > 0 , 另一方面， 

N 

Pm ^ II (1 " < exp {— Ml - u t -_ > ■ 

并且，若则当时，上面的表达式趋于1 ■ 

我们将经常這用定理 15.4 的下一推论 • 

1 S . 感定理设对于《=1, 2, 3 ，…， 在的任何分支上没有一个/■恒等子 
0，并且 
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^ 0 | 


Si 卜/> i ⑴ 

H =] 

在 |1 的紧子集上一致收敛，则乘枳 

瓣 

Hz ) = n /«^> <2) 

^ — 1 

在的紧子集上一致收敛，因此 /6 H 01). 

进而， 我们有 

oo 

m{fi z ) = z ) (z 6 JO ) t (3) 

n - 1 

其中 m(/s d 定义为 / 在②的 零点的 重数.《如果 /( z ) 关 0， 则 M (/ f 定 ）= ( X ) 

证明第一部分由定理 15, 4 立即得到.对于第二部分， A (1) 式可以观察到对每一个 
13存在一个邻域 V ,在 V 内至多有有限个八有零点 * 首先取出这些園子 * 由定理 15. 4 ，余下 
的乘积在 V 内没有零点，而这个性质给出了（3>式.附带说一句*我们也可以看出对于任何给 
定的 zeD , 级数 (3) 至多有限项为正. ■ 

魏尔斯特拉斯因式分解定理 

15.7 定义设 E 0 G ) = i ™ z , 并皿对 2, 3,…， 

E r i ^ = O — +y + …+ 1 卜 

这®由魏尔斯特拉斯引进的函数有时称为基本因式 * 它们只在 S =1 有零点_它们廣以有躍是 
有赖于这样的事实 s 甩然 ^ m = o , 但是当丨 H < i 和|>足够大时，它们靠近 1. 

15. 8 引理 对于 u | <1和 P = 0， 1，2，…，有 

I 1 -E p iz) |<U K ], 

ffi 明当声= 0时显然成 立-当 时，直接计算得到 

— E 、( z ) = ?_卜+奮+…十^■卜 

園此， 一 E ^ ( z ) 在有 p 阶零点，并且一按1_幂级数展开式有非负的实系数■因为 

1 - E fi ( z ) =一 [ E\(m)dw f [foil 

J [ Ops ] 

1 — K p 在 s = 0 有 /?~h 1 阶零点，并且若 

f 、 1 — Epiz ) 

妒 U ) = — , 

则一幻= 2‘^，其中所有_此若 U I <1,则丨一 d I <史(1) = 1.这就绘出了引 

理的论断. ^ 

153 定理 设是复数序則 ，知关 0,并且誉⑴时，1 %丨⑴‘若是非微整 



教序列，使 


<00 


⑴ 
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对每一个正数 r 咸立（其中 rjs = I A I )，則无穷乘积 

PW = ] TE , a ( f ) (2> 

定义了一个整函教 P . P 在每个^有零点，并且在+面内没有其他 零点， 

更确切 地说， 如果 a 在序列彳 A } 中出现挪次，则 P 在 a 有 m . 零点， 

例如，若九=71—1，則条件 （1) 总是能满足的. 

证明 对于每 + r ， 除开 有限个 ji 外， r ffl >2 r t 因此对这些 if * r / r „< y , 令1十 = 1 则 


國 


( I ) 式成立 • 

现在國定 r ， 若 U 丨 Sr , 则引理 15.8 表_ 

( r 

当时成立.但这对除有限个衫之外是满足飾，现在从 （1) 式可以得到级数 



在平面内紧集上一致收敛，并由定理 15. 6得出所求的结论. ■ 

注对于某些序列 （ nJ ，（1) 式当 {# J 是常数序列时也能成立.使这个常數取得尽可 
攏小是有 趣的： 所得到的函教（2> 因此被称为对应于丨的典范积.例如，如果 
Sl / n < co , 我们取九 = CU 即典范积仅仅是 

ft( r - 忐)， 

如果 Sl/n 镡 2 l /4<™， 刖典范积是 

典范积在研究有限阶整函数时是很有意义的 （其 定义见习题 2 )* 

我们现在叙述魏尔斯特拉斯因式分解定理. 

jo 定理傲/是整函教，/{0)^0*并且设 a ， A ， ㉝ ，…是/的零点，并接照它们 
的重教列出，則存在一个整函教 g 和一个非负整教序列彳户"}，使 

/(:) = €，⑴ J [ E k (盒) . 

注 U ) 如果/在£=0有々阶零点*那么前遂結论可应用于/(怎）/, 0>)因式分解 
(1>并不是唯一的，一个唯一的因式分解可以对应于其零点满足使典范积收敛所需条 

忤的那蝼 /. 

证明设 P 是定理 15.9 中由/ 的零点构成的乘积，则 //P 在平面内只有可去奇点.因此 
是 (或可 以扩展为》整函数.同样， //P 没有零点，又因为乎 W 是单達通区域，故存在整函数发 

使 //JP = A ■ 
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定理 15. 9的证明容易应用于任意的开集. 

if * 11定理设 o 是 s 2 内的开集， a 关穿，假设 Ad 并且 a 在 D 内无极限点.又设 
对每 + 对应有一个正整教則存在一个函數 /€ H ( D ) f 其所有的零点都在 A 内， 


并且在每个/有 mU ) 阶零点， 

证明为了简化论证同时又不失一般性，假设但（若非如此，通过一个线 
性分式变换就可化为这种情况 •） 则 S 2 — D 是平面的一个非空紧子集，并且 oo 不是 A 的极限点. 
若 A 是有限的，则我们可取/为有理函数* 

若 A 是无限的，则 A 是可数的 （否 则 A 在 D _有极限 点）. 设是 A 内的序列，并且在 
序列中每个都刚好出现 m ( fi ) 次. 每个％ 对慮一点爲€穸 一 f ? 使得 fft — % I <1#—% 1对 
所有穿 一 12威立.因为穸是紧集，这是可能的.于是当时， 

I 爲一 \~^ 0 ^ 

否则 A 就会有一个极限点在 ft 内，我们断言 


具有所需的性质* 

记匕= 2 | ‘一爲| ,设 K 是 U 的紧子集，因为 r s #0, 于是存在 N ， 对所有和所有 
n > N , U —爲丨 >? v 因此， 


由引理 15-8* 它蕴涵着 



并由定埋 15* 6,就再次完成了证明. 


(z 6 K ^ N ) t 



作为一个推论，我们现在得囊亚纯函数的= - 个特征(见定义 10. 41), 

1 S .12 定理每一个定义在开集打内的亚纯函教是打内两个全纯函致的商 ■ 

逆定理是很明显的；若 h € Hin) f 且在 n 的任何分支内不恒等于 0 * 


在内是亚纯的* m /I 4 a 

证明 假设/ 在口 内是亚纯的;设 A 是/在 n 内所有极点釣集；并且对每丨设 

心》 是/在极点窃_,由定理队仏 存在一个仏麵， ㈣ 在每—个重 

零点，并且 A 没有其他零点. 记餐， ’ g 在 A 的奇点是可 去碱， 醜棚可以扩展 f ， 使 

g € 显然，在 fl—A 内 f ^ g / h , ■ 


—个插值问题 

米塔-列夫勒定埋和魏尔斯特拉斯定理 15. 11结合起来可以解决下列_题：我们是否可以 
任意取一个在 n 内没有极限点的集 ACU ， 并且找到一个函数 / eifa ^)， 在 A 的每一点取给 
定的值？回答是肯定的，事实上，我们可以作出更好的结果，还可以在力的每一点取给定的 

有限阶 导数： 
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IS . 13定理假傲13是平面_的一个开集， ACZQ t A 在内没有极限点 f 并且对于每一 
个对应有一个非负整数和复數 0< n < m ( ir ), 则存在一个函数滿足 

^ ( a ) ^ n ! w nim {& C A t 0 ^ n ^, (1) 

证明由定理 15*11, 存在一个函数 geHCOh gM 在 A 内有零点，并旦在每一个 
g 有 m ( a ) + ] 阶零点，我们断言对于每一个 a € A f 对应有一个形如 

PA^y = S (迄 — a ) j ⑵ 

的函数使 gp tf 在以 ® 为画心的某个圖盘内有*级数展开式 

g{z)P a (z) = ti%,* + ( 定 一攻 ) + …+ •( 笔 — 》产 3> 十 …. （ 3) 

为了书写简单，取 a = 0 及并略去 T 标 fl . 对于靠近0的 w 我们有 

g ( z ) = ihz 献 1 + ^定這 + …， (4) 

其中匕#0.若 

P ( z ) - O 1 H -⑸ 

则 

g(z)PU) = (<Vh + € m z + … 十 Ciz w )(h +b 2 z + h^z z + "*). ⑹ 

这些 6 给定之后，我们希望选取那些^使得 

贫 （ sr)P(jr ) =卿 *" 十叫定 ™ + ”，• （ 7) 

比较 (6) 和 （7) 中1， …， ，的系数，因为仏#0,我们可以依次在得趣的方程中解出^ 


€ m * … C 卜 

按此种方式我们求得所需的各个现在米塔-列夫勒定理给 m —个在 n 内的贩纯函数 
h , 它的主要部分是这 些匕， 并且如果我们令/=紋&，便可得到具有所需性质的 函数. _ 

插值问题的解可用来决定环 h ( d ) 内的全体有限生成理想的结构. 

15*14 定义由属于内的函数 gi , 心生成 的理想 [ A ，…，仏 J 就是所有形如 
2]/ 必的函数构成的集，其中力罎只⑴》，纟= 1 ，…，队一个主理想是由单独一个函数生成的 
理想.注意 [1] 二 HOJ ). 

如果 /€ H ( i 3), n € l 1» 并且在 a 的某个邻域内/不恒等于 0 ，/在 a 的零点的重数记为 
m</i a )* 像 在定理 H 6 中一样，若 /(aVU 则 m 〖/; a ) = 0. 

15, IS 定理 每一个好(13)_的有限生成理想都是主理想' r 

说得更明白些：若 gl ，…， g fl eH ( ft >, 则存在函数 g ， 满足 

屬 

g — 2 figi 及 § 1 ~ hig Cl ^ I ^ W >* 

证明 我们将假定是一 Y 区域. 这样做是为了避免那样一 ft 議数所造成的问题 * 它们 
在13的某些分支内 m 等于 I 但不在所有各分支内恒等于 0 * —旦证明 I 定理对于区域成立， 
这个结果就可以应用于 I 壬一开集 D _每一个分支，并且整个定理也就能推 出来. 我们将推证 

的细节留作习题. 

设 Kf !) 是下述命題： 
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假定尽1，.■，，若没有一个 g , ■恒等于0， 并丑 X 7 内没有一个点是每个 gi 的零 

点，则[幻，“、 g «] 宗 

pa ) 是不足道的.假设《>1，并且 1) 已经成立_取幻，…_ gn emm , 它们没 
有公共零点，由魏尔斯特拉斯定理15.11，存在 ^eHoi) 满足 

mif% a) = tmn{m(gi ^ a) 1 1 < * — 1} (a 6 O)- (1) 

函数均属于 H < D ) 并旦在 D 内没有公共零点 + 國为 P(n — U 已成立， 

[/" …， / d ] = DL 所以 

[紀 "… *gtl , A] ， [f igml - ⑵ 

再者，我 ffl 选取的 P 表明在集 A = 一 1 点有 (£ T ) #0，因此由定理 

15. 13,存在;使 

m(l — hg “ > m(pi a ) (a €: Jl ). (3) 

当和 0< k < m( 9t a ) 时，这样的 A 可由适当地选择 A — 的预定值得到. 

由 （3), (1 一 h g J / f 有可去奇 M . 于是有某个 /€HCO) 使 

l=% s +/p C 4) 

由 （2) 和<4>，1€ [心，…， g «]- 

我们己证明朽>一1)蕴涵尸 h )， 因此对所有〜 POi ) 成立， 

最后，假进 ft ，…， aeHCO ), 并且没有一个 Gi 恒等于 G (这不会丧失一 般性： L 再次应 
用定理 15. 11得出对所有 m(w a ) m ( Gj 众）成立，令勸； G / 免’则 

并且函数扪，…，心在内没有公共零点 * 由 p («)， [釣，…，國此 
[ G 1S Gj -[ f ]. 这就完成了定理的证明. ■ 画 

詹森公式 


l 5t U 我们从定理15, 11看出，全纯函数在0内_零点位置除 r 在 D 内没有极限点这一 
明显的要求外，是不受什么限制的. 

如凫我们将 HCI 3) 代 之以它的由某些增松条件所确定的子类，情况就大不相闻了*在那些 
情况下，零点分布不得不萌足某些定量 条件. 这些定理的大 多数， 其基础是詹森公式（定 
理 15.1 SX 我们轉®它 M 用于某薩整函数类和 H ( u ) 的某些子类 ■ 

下面的引纖给出了一个运用柯西憲理來计算定积分的机会. 

15. 17引耀 ^1 “log 丨 1 — 一 丨舫= 0. 

仏 J 0 

证明 mn =\ z ^- Re ^< lK 因为在 1 — 并且是单连通区域，于是存在— 
函数使得 

exp(h(z}} 口 1 一霉 

在0内成立，并 fi 若要求為（ 0 )=0，则各还是唯一因为在打内， Re ( 1 — ^ ) >0,于是我 
们有 

RehU) — log 1 1 — « 11 I Imhiz) |< 晉 C« € ^>. ⑴ 
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对于很小的冗>0,设 r 是路径 

r ( i ) - 幻， 

并设^是圆心在1的圆弧.它在 U 内由一 _j e i , 则 


2tt 


广 'log I 1 一 ， I d&= Re [ 士 J 户 ) 穿 - 
— MSI 严》 


dz 


( 2 ) 


⑶ 


最后一个等式依赖柯西定理；注意 M 0) = 0. 

/的 长小于 破， 因 此(1)式表 _(3) 式最后一个积分的绝对值小于 Calog(lM), 其中 C 是常 
数. 如果在 (3) 中令 合 +0 ， 便得出结论、 ■ 

15 ,18定理惙设 D = D (0 f R )，/6 HCI 3), /(0)关0, 0<「<昃，而灼，…，私是/在 

D (,0 ir ) 内的零点，桉照它们的重数列出，则 

r 


) /⑹ I n 点； H - D og 1 /( w ) : - 卜 


CD 


这就是所谓的詹森 公式. 假设/(0)#0这一点对于应用并无妨碍，因为如果/在0有是阶 
零点，则公式可虛用于 

通明将点獅排序，使奶，…， 知均在 D ( cu 广）内，而 | ‘十 【I I 卽丨 •(当 

然，我们可能有 m = N 或 m ^ O ,) 设 

r 2 — & n ^ 


giz} ^ 


( 2 ) 


_ g € H ( D ). 其中 D =£ K 0; r 十 e )， 对某个 e >0* g 在 D 内没有零点，因此 loglgl 在 D 内 
是淌和函数（定理 13,12), 并旦 


log i ^< o ) I 


2tt, 


log t g ( r ^) i d 0. 


(3) 


由 （2> 式， 

! g(0) I = I /CO) I J ⑷ 

当 I $ 1 = r 时，对于 ( 2 > 式中的因式绝对值为 1* = 对 《 N ， 则有 

N 

log I g(re w ) 1 = log I f ( re w ) l ~ 2 . og 丨 1 一 , ⑸ 

因此引理 15. 17 表_*着以/代替则 （3) 中的积分不变.与 （4) 比较便得出<1). _ 

詹 森公式产生一十包含以内有界全纯函数的边界值的不等式 （我 们回记一下 ， 这些函数的 

类我们曾记作 『）• 

15. 19 定理 设 / efT 6 , /不恒等于0,定义 

^{/) = ^ log ! /( w ) j 沏 （0 < r < 1) ， ⑴ 

〆 （/) = £[>g | /■ (?) 1 姐 


(2) 
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其中 I 厂如同定理 n . 32中的一禅，是/的径向极限函数，则 

当 0<r<s<l_* 声（ /)< 灼（/>， (3) 

当 r — 0 ipt r (f ， ) —*■ log I fiO) \ f (4} 

并 JL 

当 0<r< 1 时 ，户 〆/><， (/)* (5) 

注意下面的推论：可以选取 r ， 使当 | z | 时， /( d 參 0. 这样士（/>就是有限的，并且 
由 （5), ，（/)也是有限的， 于是 io glJ r I eL ] ( T ), 并且在 t 的几乎每一个点有 _r ( g)_a 
证明存在整数使 gen 00 及 g ( o ) 关 o . 用篡替换/，应用詹森公 

式 15*18(1). 当 r 增加时，它的左边显然不能减少 • 于是当 r < s 时* A (發因为 

凡 （/> = f^r(g) - hmlogr , 

我们便 证明了 （3 X 

不失一般性，现在假设 I /1< 〗 . 以代替 /(r#) ， 则当 pG 时，/，/⑻，并 
且当 r— 1 时 / r 几乎处处趋于 /' 因为 bg(l/ | / r I »0, 两次应躍法图引理并与 （ 3) 式组合， 
就绘出 U) 和 （ 5). ■ 

15, 20整函数的零点假设/是整函数， 

M { r ) — sup | /( re 通 ） 丨 (0 <1 r <C oo ) f (1) 

» 

且 《 (r) 是 / 在 D(Ch r*> 的零 点数 . 为了简单，假定 /(0) = 1. _ 果 {%} 是 / 的零点序列，并按 
i m I< u, I<… 排列的活，詹森公式就给 m 


M(2r) >exp | 

irCSr ) 


n 


u I 


log I /(2ren ! d& 
> Z Mi 


作 Mr ) 

2r >11 2r 


^ I 


因此 


^(r)log2 < logM(2r). ( 2 》 

这样 — 来 4 使 ff ( r ) 能够按之增长的速度（換句话说， / 的零点密度）就由 M(r ) 的增长率所 

控制.从更特殊的情况看，假设对于很大_ 6有 

M(r) < exp{Ar*l , 

其中 A 和 fc 是给定的正数，则由 （2) 式可以推出 


C3) 


例如，若 & 是正整数，丽 
则 ? t(r) 约为園此 


lim sup 


fix ) = \ — e T 




(4) 


(5) 


(6) 


这证明了估计式 ( 4 > 不能再改进 . 



布拉施克乘积 


詹森公式使我们有可能_定不是常数的函数的零点所#须满足的精确条件. 
1 S .21 定理设是 U 内的序列，满足 a 关0和 


(1 — 1 ^ | ) < QQ . ⑴ 

«—i 

若备是非贞整数，并且 

Biz) - ^TI (z € uy ， <2> 

1 — Q n Z A ™ 

则 B 嗆点〜 C 若々>0,則还包括原点）外没有零点. 

我们称函数 B 为布拉施克乘积，注意 t 某些％可能重复，此时 B 在这些点有多重零点， 
也应注意(2》内每个因式在 r 上的绝对值为 l 

当貝有有限个因式时，仍称为布拉施克乘积.并且甚至可以没有一个因式 * 在这种情况 


下， B ( s)-L 

证賙级数 



的第符项当 | 尤！ 时是 


{ 1 — 


(1 — I a s I ) < ~1 


因此定理 15.6 表明 BGHO /)， 并 i B 只有给定的零因为在 (2) 中每一个因式在 U 内的绝 
对值小于1，于是得知 I BXz ) | <1, S 就完成了证明. ■ 


1 S 21上述定理指出 


^(1 丨）< 00 ⑴ 

是存在一个只有预先给定的零点数的充分条件.这个条件也可以证明是必要 
_ £ 若/不恒等于0,則/的零点必须满足 U ) 式. 这是定理 15.23 的特例.有趣的 

是 (1) 式对于我们现在就要论 述的- ■个更大_函数类也是必要条件 * 

对任意实数 G 若*>1,定义 log + r 二 log “若^<1，定义 log 4 e =0， 设 N ( 源干奈旺林纳) 


是所有 /€ HOJ ) 并满足 

轉丢「 log+ | f(r，) I dtf < oo (2: 

0< r<l ， 

麵数类* 翻显 HU 注意当 I =： 卜1 时 . ⑵对 1 /(rf I 的增长 率 ㈣ 了限制麵 


积分 


^ log i /(re*®) I 
2 kJ-w 


(3) 


的有界性却并未施加这样的眼制.例如对任何 geHXU )* 着/=#，则 （3) 与 rX 关+这一特 
点_于(3)能保持很小，因为 log | / I 和它能取得大_班值一样也可以取得大的负值 ， 而 log 
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\ / [ >0 .在第 17 章我们将进一歩讨论类 N, s 

15*23 定理 假设 / EAT , /在 U 内不恒等于而旬，啦，奶，…是/的零点，并按照 
食们的重数列出，则 


(我们默认/在 U 内有无穷多个零点._果只是有限个零点，上述和式就只有有限项，因 
此没有什么要证明的，同样， U , I < I I .) 

证明若/在原点有 m 阶零点，又 g (£^ z - rt / U )， 则 ge N ， 并且除原点外， ff 与/有 
相同的零点*因此*不失一般性，我们可假设/(0)关 0. 设 《( r ) 是/在 r ) 内的零点数* 
興定 I 并取 r<l 使 n ( r )> k , 则由詹森公式 

I /(0) | JJ |-^ |- = expj^j^log 1 /(re^) I #j ⑵ 

可推出 

I /(0) I < exp |^|^ log + I /( re ” 丨外 ⑶ 

我们假设 / eiV 就是 相当于存在一个常数 C < oc ， 对于所有 r ，0< r < U 它超过 （3) 式的 


右边.这就得迅 

IT u* \>c^ 1 1 /(。） 丨 

B-1 

对 于每个 I 当 r^l 时不等式仍然成立，因此 

n ' /( o ) i > o , 


(4) 


(5) 


由定理 15. 5, (5) 蕴涵 （1). 

推慷若 /G 1 T " (甚或 /€* 尺），若如，物曲》,.*是/在 t / 内的零点，并且若 I 知丨） 


oo , 则对于所有 z 6 Uffiz ) — 0* 

例如,没有一 个非常 数的有 界全纯 函数在 L ； 内能以点 2, 3, …）为零点. 
我们以一个定理来结束本节.它推述了布拉施克乘积在靠近 11 的边界时的性态.回忆— 
下，作为 H 06 的元素， S 在丁捕几乎所有的獻有径 向极限 

IS . 24 定理如果 B 是布 拉诜克乘积 ，則丨 BMe $) 1 = U . i ， 并且 

lim^r log I B ( re 勺 I 40 - 0, ⑴ 

证明极限存在是根据积分是 r 的单 调湞数 这个事实得出的推论■假设 BU ) 如定理 H 21 


中一样，又记 


因为 log ( | b/Bn 1 ) 在—个德含 T 的开集内连续，所以用 B N 代替 B 时，极限 （1) 不变，应用 
定理 15.19 于！^,便会得出 
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⑶ 


Log | Bn( 0) t ^ litti — I - log I B(re^) I d$ 

”4 Z'jrJ --n 

< 紅 log I <e tf ) I dd< 0 . 

当 JS^oo 时， <3) 式的第一项趋于 0, 这就得出并且 ffi 明了 Jlqgj E I =0,因为 】og|B_ 

0 a, e* , 定理 1. 39(a) 现 在蕴涵 bg I B B | =0 a. e. ■ 


Miintz-Szasz 定理 

IS , 25 经典的魏尔斯特拉斯定理 （[26]， 定理 7 J 6) 指出多项式在 C < J ) 中稠密.这麗， 
CG ) 是阔区间 [0, 1] 上麻有建续复函数的空间，陚以上确界范数.换句话说，所有函数 

1，“尸 “ 3 ，… ⑴ 

的有限线性组合的集在 C ( f ) 中是稠密的.有时候用函数族 （1) 张成 CU ) 的说法来表示这一点， 
这就提出了一个问题：如果在什么条件下，函数 

（2) 

能够张成 ao ? 

所提的问题自然联系到在半平面（或者圆盘；这两者是共形等 价的） 内一个有界全纯函数零 
点分布的 问题. 漂亮得出奇_掘答昌1函数族 （2) 能张成 c ( l >， 当且仅当 S 1 /L 二 
实际上 • 它的证明甚至给 m 了一个更加精确的结论： 

1 S .26 憲理假设齋设 X 是函數 

1，… 

的所有有限线性组合的集在 c ( l ) 内的闭包* 

( a ) 箬 El / A fl =©°， 則 X = C ( I >, 

( b ) 若2 1/ Ab < 00 ,并且 A 祭 UJ ， A 关0,则 X 不包含 A 

证明啥恩 - S 拿赫定理(定理 5.19) 的一个推论是 t C ( D 但 -f X 的充要条件是存在 
一个 C ( J ) 上的有界线性 泛函， 在穿不为零而在整个 x 上为零_函为每个上的有界线性泛闲 
是由 I 上关于复博雷尔测度的积分鎗出，所以 （ a ) 是 T 述命题的推论 ■. 

若 Sl / A n = O 0 ， 又戶是 f 上的复博雷尔测度，满足 

J = 0 (n = ) （ 1) 

则 W 样有 

— 0 (k = 1』，3-…）. ⑵ 

如果这一点得证，前面的评注表明 X 包含所有函数麵为 If X ，千是所有的多项式都 
在 x 内，而由魏尔斯特拉斯定理可推出 

现在假设 (1) 式成立,因为 （1) 和(幻中的被积确数在点 0 处为零，我们也可以假设 P 集中 
在(0, 11我们将; i 对应于一个函数 
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/(2 T ) - I (3) 

t > Om , 由定义， ^ = expCdogO . 我们断定 / 在右半平面全纯，/的连续性是容易验证 
_，_此可应蹋莫累拉定理，再者，设工+ x > o f 并且则 UM •于 

是/在右半平面有界，并且 （1) 说明， 对于2, 3,…， / a ) = 0. 定义 




⑷ 


则 ff ® 和 g ( a fl ) =: 0，其中仏 一（ A fl — l>/d + 1). 如果 Sl / A ^^ ㈤ ，简单的计算表明 
Ed - I ^ I 此定理 15.23 的推论吿诉我们对于所有 Wteu , gU )=( L 闶此 /=()• 

特别，对于 Jfe = l ， 2, 3•…， f{k) = ^ 这就是(2)式*于是定理的 Ca ) 部分 证毕. 

为了证明00部分，只需在 J 上构造一个测度#，使<3)式定义的函数/在半平面 Rez>_l 
全纯(任何否定将在这里作出》且在点0, A： , V, A 3 t …为0,在该半平面内没有别的零点 * 于 
是由这个测度#导出_泛函在X上为0，但当 At *0 且; I 祭时对任何 函数# 不为零 - 

我们从构造一个具有这麵给定零点齣函数/开始，接着证_/能表为（幻的形式.定义 


办） = crf^y 


2 +V+V 


(5) 


因为 


X n - __ + 2 

.2 + A 0 + 尤 2 + A_ + 怎 ’ 


(5) 中的无穷乘积在每一个不包食一的紧集上一致收敛：由此得出/是整个平面内的^ 
有极点 一2 和 一 A * — 2的亚纯函数，并且在0, I , h ， + “有零点. 同时，若 Rce > — 1，则 
无穷乘积 (5) 酌每一个因式的绝对值小于于是当 Re 2 r > — 1时 t /<«> I <1因式（2+ 2 ) 3 


保证/限制在直线 Uez =~ l 时属于 I 人 

固定怎使 ReC >— 1 , 并对 /( z ) 运用柯西公式，稹分路径_一卜汲经—】+況到一 1 斗况 
的圆心在 一 1 , 半径沢 >1 十 1 龙 1 的半画周再加上由 一 1 +道到一遗的区间组成*当尺—°° 


时. 


沿半圆的积分趋于園此剩下 


f^=-hL 


/ (—14 i^) 

一 1 + 


dU 


(Re 怎〉一 1 ). 


(6) 


國 


但是 

-1-- -= [ dt (IRe 露〉 一 1 )， （ 7) 

1 十文一 is J © 

H 此可将 （6) 改写为 

/(:) _ 1 + is)e ' 麵叫也 ⑻ 

交換积分次序蘗允许的：如果 《) 中被积函数取绝对值，便得到一个有限的积分. 

^ gis y .= f (- l ^ \ i s ), 则 （8) 式内部的积分是这里6是发的傅里叶变换 * 它是 
(0, 1] 上的有界连续函数 • 如果我们令 dj6iU)=i(!ogl)dh 我们就得到以所需的形式⑶表示/ 
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的测度. 

这就完成了证明， _ 

15, 27评注这个定理蒸涵着当 {1, 张成 C ( f ) 时，则 A 的某个无穷子集可以 

去掉而不会改变其张成性质+特别地 ca ) 不包含这种类型的极小张成集.这表明它可以和希 
尔伯特空间 中规范 E 交集的 F 述性质相比较；如果在一个规蒗正交集中去掉任何一个元素，它 
的张成度就会减小.同样，如果（1，士，…}不张成 cu )， 去掉它的任何元素也将会减小 
其张成度，这可由定理 15* 26( b ) 得出. 


习麵 


L 假设和 《 U 是复数 序列， 满足 S 丨 a.-K I <™. _在#么集上乘积 

Yf 笔 ― a 畔 

—致收敛？ 什么地方它定义一个全纯函数？ 

L 假设/是整函数， A 是一个正数，并且不等式 

I /(:) |< exp (| z | A > 

对所有足够大的 I * 丨成立，（这样的闲数称为有限降的，满足上述条件的所有 A 釣最大下界就是/ _阶-> 
如果 / U ) 二 Sa #' 证明不等式 




对所有足够大的 n 成立 * 考虑函数 ^-1, 2 , 3* 以判 定上述关于1 〜 I 的界是否是最珂能接 

近的、 

3. 试求满足 ^ p ( ex P U >)= L 的所有 复数心 将它们作为平面上_点*它们推出_证明没有一个有_■的整豌 
数能以每一个这种点为零点 （当然 要排除/=0). 

4. 证明_数 

ffCiDt 霄定一 Mi 伫 u 二 Pfic 

在每个整数点有残数为 i 的一瞬极点，同样，证明对于函数 

f( z ) 5 =：丄十 T — lim X] — — 

J ^ ti - n l 一么：一 n 

上述结论也成立.证 II 这两个函数是周期函数 （ / u + 1 》 它们鷗差是有界整函数，因而是常数， 
并证明这 f 常数实 际上为 0，丙为 

! im /( i ^> =—2 lf 

这就给 m 了部分分式分解式 

on 

1 a 2* 

獅 t 蚊 = — + Z. y v 

C 与第9章习题12比 较）. 注意 * 当嚴< £) = 时 T ireo ⑽就是夂试导出乘积表示式 

§(卜 S ). 


di 

T +? 


SMI 蚊 
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5, 假设 A 是 M 整数，是满足 S I % 1 的复数序列，并且 

/<,)= 

(见定义 U .7)， 关于 

MCr > = m&n i /( re ” i 

的增长率你能说些什么？ 

6, 儀设/是整函数，/{0>#0,当 | 幻足够大时， | fM I < e ^ p < ui o , 并旦是 / 按它 in 的重数计算 

的零点序列.证明对每个£>0, S 1 A I (对 纖第 12. 20节 

7 , 假设/是一个辑函数，对2, 3,…， / W ?)=0, 并&存 在一个 IE 数心对所有足够大 UI ，1/ 
( z ) t < exp < I 成立.问》些《 艤 对所有 z 有 / U >=0? (考虑> 

8, 设是不相同茇数的序列，〜竽0，当 符 — oo 时， UU 是正整数 序列. 叉擞 g 是平爾内的亚纯函 
数，它以点％为具有残败的一阶极点，并且它没有另外的极点-如果设 y ( d 是由0到霉不 
经过任何％的任 S — 条路径，并且定义 

f iz) = exp {|^ g ( pdfj . 

证明/&> 与# z ) 的选择无关（即使积分本身并_如此)，/在 “_} 的余集内全纯，/在每个点 h 有可去奇 
点.并且证明/的开拓在‘有阶芩点 ■ 

包含在定理15, 9内的存在性定理因此胃由米塔-列夫勒定理推得 • 

9, 假设0<«<1, /€ H ( U ) , filDclU , 并旦 /(0) = a » 问/在!1 盘 S 《0| P >_ 有多少个零点？如 

j (b)®= 士 . ~y f = 去 f (d)a= 1/1000, ^1/10 ftt * 结果如何 ？ 

10, 对于 N^l I 2* 3» …，定义 

^ n ( z ) = n f 1 —彔)， 

证明在整函数环内由 （gN > 生成的理想不犛主理想， 

11, 在什么条件下，对于实数序列存在一个开的右半平面内的有界全纯函数，它不恒为 0 ，但在每个点1 

+ !■% 有零点？特別地 + 当< 3 )% = 1 明? 1 ， (b}y n =^/n, ic)y m = n* # 时能否存在？ 

12 , 假设 G < | a * 丨 I 丨并且 B 是以 〜为零 点的布拉施克乘积 ， 谶瓦是全体的点 
集，又设是£的_包的余集* 证嗎这 个乘积确实在 O 的每个紧子集上一致收敛， B 而 B 6 H ( il > ，并 H 
J 5 在 E 的每一点有极点. C 特別有趣的是当 D 是连通的那些场合 •） 

13, 对于 《 = 1* h 3,…，设办 = 设 B 是以 逑璺点 a 为零点_布拉施克乘积，证明 = 理解 

为 0< r<lL 

更确切地谟》址明估计值 

当_—时是正确的， 

11证明存在序列 UJ , 0<«,<1,它趋于1如此迅速.使得以 h 为零点》布拉施克乘积满愿 

\\m sup I B{r) i = 1 > 

因画 JB 在 z = l 没有径向 极限. _ 

15. 设 9 是线性分式变换，它将 L 7 映到 t / 上 T 对任何定义 s 的贤轨道为集{鈐 &)>• 其中押 U)_h 
料 u )=^ 〆 矜 - iU >)， it —1 + 2 t a , 可忽略 〆 定） = :的情况- 

( a ) 对于 哪些， 其 P 轨道满足布拉施寃条件 2(1— I I )<°°? <答案部分地依赖于 f 的本动点的位 
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賢. 坷能有一不动点在 U 内，或者有一不动点在 T 上，或者两个不动点在 T 上.对于后两种悄况， 
可以把问题化为对上半平面来«论*并且考虑那样一些 变换、 即或者它只有 ㈤ 是不动点*或者以 G 和 
夂为不动点 . 这样做是很有裨益的 *) 

( b ) 对哪些 f 存在在 9 T 不变即对所有 = eL 『满足关系式/( 〆 怎 >)=/ U > 的非當数函数 /€ fT ? 

16 , 假设丨的丨< I 龄 1 < U 3 I <"*< 1 , 并设 Mr ) 是序列 Uj 中使丨％丨项数 ■ SI 明 

| «<r)dr = 2(1 -"， 

17, 如果 BU > = Erp * 是一个布拉施克乘积 * 它至少有一个不同于原点的零点，__不_对*=1 1， 
2，…都有 q >0? 

18 , 假设 B 是一个布拉施 克乘积 ，其全体芩点均位于区阔 d 1 ) 上，且 

fit ) = 

证明/的导数在 li 内是有界的. 

H ). 记 f ( z >= exp [— （1 + dAl — d ], 利用定理 15. 的记号，证明尽管 /€ fT % 但 

Ym ^ rif ) <〆 C /乂 

n^-»- i 

注意与定理 15. 24对比. 

20. 在祕 nt Z - S Z _ 定理中 * 假设 l > A a > …且 1—0. 在这些条#下，该定纖的结论如何？ 

21 . u 代替 ca ) 证明 MiinfcrSzas ^ s 定理 的类似 定理. 

22. |5/ w (|)=^ e -(0< f < oo , U ， … h 慨明这 ■« 数的全体有限线性組合的集 稠密于 《=)■ 提氣 

若贫 6 JL 2 (0, «) 与每个 /- iH 交，并且 

F ( z ) ― J g ( f)dl 《 Rese >0 )t 

则 F 在2 = 1的所有导数都是 I 考虑 F (1 H ：}^ - 

2 z r 设/€ mm , 对所有实数 I 有 I /(^) i /(0)= a , 又 a ” +.+，h 是 i 一/按顚重数计 

算的在 t / 内的零虐.证明 

| h As ***kN I < ' Y - 

梭示：考虑 s / u _/ n 其中 b 是某个布拉施克乘积 * 



第 16 章解析延拓 

因为在某区域内定义且全纯的函数常常能扩展为在某个较大的区域内全纯的函数，在本章 
中，我们将涉及由此引起的问题，定理 10 . 18 表明这样的开拓由所给的函数唯一决定.这个扩 
展过程称为解析延拓.一种很自然的方法使我们宁可考虑定义在黎 曼画上 丽不是在平面区域内 
的函数 * 这种方案使我们能够用函数来代替多值函数”（例如平方根函数或对数函数）+然而， 
黎曼面的系统论述会使我们离题太远，所以我们将限制在平面区域内 讨论. 


正则点和奇点 


16.1 定义令 D 为一开圆盘，假设 /6H(D), 0为 D 的一个边 界点. 若存在中心在芦|姉 
岡盘认及函数使得对所有 seDflDp g ( z ) = fiz ), 我们就称0为/的正则点， 

D 的任何一个边界点若不是/ 的正則 点，就称为/的奇点* 

从定义来看，显然所有/的 正爾点 的集是 D 的边界的一个开子集（也可能是空集). 

在下到定理中，不失一般性 * 我们将取单位圆盘 U 作为 D. _ 

16. 2定理假设 / eH(t/)， 且幂级数 


f ( z > = （z e 以) ⑴ 

rt-o 

的收敛半径为1，則/在单位国周 T 上至少有一个 奇点. 

证明 如若不然，假设 T 的每一点均为/的正 _ 点. r 的紧性蕴涵着存在开圆盘 
1\及函数 g / fKD 山使得每个 Dj 的中心均在 T 上， TCD , u — 并且对 j = l ， …，… 


在 D ) f|U 内有 & U )=/ U ). 

若且 V^Afl Ant /， 则 《因 Q 的中心在 T 上）—且在％内 
gj . 由干 AHA 是连通的，_定理10, 18得豳在 AH 珥内因此我«能用 


/( 您） (z Q U} t 

gi u ) (ze d 山 


( 2 ) 


定义—个在 JQ 二内的函数 l 

由于 D 3 ET 且 D 是开集，存在使得圆盘 D (0| l + ucm 但 A € H ( i 7)， 在1/ 
内由给定^现在定理10_16蕴涵 （1) 的收敛李径 M 少为 1+ e . 这与我们的假设矛盾, ■ 

16*3 定义苦 /e HOi ) 且 T 的每一点都是/的奇 点， 则 T 称为/的自 然边界 ■ 在这种 
情形下，/没有到真正包含 U 的任何区域的全建开拓- 

16 . 4 评注很容易看出 T 存在 / eH ( u ), 使 r 是它的自然边界.事实上，若 n 为任意 
区域，容易找出函数它不能扩展为在何较大区域内 W 全纯函数，要看出这一点， 
令 A 为 D 内任意可数集，它在 D 内无极限点，但使得 D 的每个边界点都是 A 的极限点，应用 
定理 15 * 11 便绘龜一函数它在 A 的每一点为零¥但并不恒等于零.若尽 eH ( a )， 
此处 a 是一真正包含《齣区域，且若在 d 内其二 /，则丑的零点将 在仏内 具有极限点，我们 
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就得出了矛盾. 

函数 

M 

f(z) = J^Z 2n - ^ + ^ +- (3T £ U) (1) 

提供了一个简单明了的例子，/满足函数方程 

/(^) = f { z ) — (2) 
由此得出（我们留给读者详细讨论），/在 U 的每一条以 exp (2 idJI /2 a > 为端点的半径上都是无界 
_ 的„此处 i 和 II 都是正整数.这璧点构成了 了的稠密子集 f 且由于/的所有奇点齡集 ft 闭的， 
故/ 以了 作为它的自然边界. 

这个例子是一个有大量空隙(也就是有许多零系数）的幂级数这一点并非 意外. 这个例子只 
是由阿达马作出的定理 16.6 的特殊情形.我们将由奥斯特罗夫斯基 W 下述定理来推出它. 

16.5 定理 假设 A ， p * 及仏是正整数，#,<和且 

Xq k > U+ 1)^* (1^1,2t3,-*)* ⑴ 

假设 

f ( z ) = y ) a^ B ( 2 ) 

的收故半径为1, JL 对某个 L 当 p *< Ti < gi 时，若是 （£) 的第/>项部分和，又设 
/?为/在丁上的正则点，別序列{% (完） } 在戸的某邻域内收敛， 

注意整个序列不能在玎外任何一点收敛，空隙条件彳 1 》保证了存在收敛的子序列在 

j 9 的邻域，因而在0外某#点收敛.这种现象称为过度收敛- 

证明若 f ^»/( 扣） T 则 g 也满足空隙 条件. 園此，不失一般性，我们可以假设 
于是/有到包含 UUU > 的一个区域 H 的全纯开拓*令 

fiw} — + -u/ +1 ) I (3) 

并对所有使 〆 加)的班，定义 F ( w > = /( f ( w ))* 若 | wl < l * 但 w#U _ I 1 +w <2 
得 | f ( m ) | <1. 同时也有 f ( l ) 二 h 因此，存在使得1十 e )) Cf 2» 注意区域 
^( D (0 ¥ 1+ e )》 包含点 L _ I w | < l + e 时，级数 

F ( w ) = < 4 ) 

j 3 fT | 是收敛的- 

在 0( 切)？内如的最高及最低次幂具有指数因此由 （1) ，在 [ f (切)]，*中的 
最高指数小于 [ f ( w )]h 中的最低指数.由于 

OC1 

F ( w ) — [f (加） ]” （ 1 u ? I < 1 ) ， 

现在由 W * 1 满足的空隙条件可推出 

Pk 


(5) 

⑹ 
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当 | 加 |<1+ E 时， （ S ) 的右边收敛.因此 T 对所有怎1十 €)) 收敛. 

这就是所求的结论. ■ 

it 实 际上， {% u )} 在 $ 的莱_邻域一致收敛， 我们留给读者 通过更 细心地 考察上 
述证明来证实这个結果. 

16*6 定理假设 A 是个正整數.{办}是一个正整数序列，满足 

> <l + 4 -) p * « -= 1，2,3, …）， (1) 

且幂级数 

oo 

/{^> — 2 ctzPk ⑵ 

Je = 1 

的收敛半極为 h 则/以 T 作为它的自然遠界， 

证明定理 16. 5的序则现在与 （2) 的整个的鄭分和序列相同（除了重复的外>.后者不 
能在 P 外任何一点收敛，因此定理 16. 5推出 T 没有一个点能是/的正则点* ■ 

16.7 例子 当是2的幂时，令其余情形令^ = 0. 令珈 = exp ( — ▲)， 并定义 

aci 

f ( z ) = ⑴ 

由 

lim sop I a n Tf n 1 1/fl — 1 r (.2) 司 

故 （ i ) 的收敛半径为 ft 阿达马定 iT ^/ 以 T 作为它 j 的自然边界，然丽，/的各阶导数的幂级 
数 

□t 

f ^ k> ( z ) — — A 十 * (3) 

在闭单位圆盘上一致收敛.因此，每个 均在口 上一致连续，并且/在了上的限制作为没_ 

函数是无穷可微的，而不管丁是/的自然边界这一事实. 

这个例子相当值得注意地证明了，在定义 1匕1 的意义下，奇点的_现并不意味着会出现 

不连续性或者（不太严禳地说）_现光滑性的任何缺陷 * 

在这里插人一个说 明连续 性徘除了奇点存在的定理，看来是适宜 

16 , 8 定理假设 d 是一区域， l 是一条直线或一段圓孤， n — l 是两个区域 Hi 及 a 的 
并，/在 D 内连续，且/在及内均全纯，则/在 D 内全纯 - 

证明 麴果我们对直线1证_了这个定理’则应用分式线性变换，一般场合也就可以得出 
J 4 由莫累拉定理，只要证明对13内每个三角形/沿边界3 A 的积分均为零就够柯西 
定理推! li T 沿厶(1岛内或厶门^^内每一两路径/的积分 为零- /的连续性表明，若7的一 
部分在 a 内，这结*仍然 E 确，而沿 ad 歸积 分最多是这种形式的两个项之和. _ 

沿曲线的延拓 

16. 9定义一个函数元素是一个序对 （A 此处！>为一开圆盘，且 /e H ( D ). 若下 

列两条#成立：廬对所有爲 HA ， f $ ( z ) 二 则称两个函数元素 （ A ， 
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IV )及(力 ， A ) 是彼此直接延拓的.在这种情形，我们记为 

(/ e ，CU 〜 (/" 认 \ ( 1 ) 

链是圆盘的有限序列贫，就是说寶={认， D " …， DJ t 使樣对*=1,…，《， 

0, 若己給定 ( A , D 0 )， 旦若存在元素（/^ 使得对 i = l , …，〜 (/ f - i , U 〜 

D 山则（/„， D rt ) 称为 (/ o , £^) 港爷 的解析 延拓. 注意， 夂由 /。 及茗 （若它全都存在）唯一决 
定-为了看 a 这一点，假设 a ) 成立 f 并假设当用沿代替 a 时 （ i > 也成立 * 则在 anA 内， 
又 I 由 A 是连通的.我们在 D , 内有❿=力_现在对贫的项数使用归纳法 * 便得出 

f A 的唯- 性. 

若 c / fl , i ) j 为 ( f ” Djmv 的延拓，且若 anD #0， 则（/。， cu 〜 (/ flt dj 不一定成 
立 i 换句话说，关系〜#不是传 递的. 最简单的例子由平方根函数给出： 设认， £>!及为中 
心在1,如及：，半径为1的岡盘*此处 W = l . 选取便得 = t 因此， 
(/,, 认）〜 （/" A ), (/” £>,)〜〔/” D 2 ). 在 D a f ! D 2 内，我们有/ 2 = —/。#/®. 

称链免 ={ Dp …， EU 是用参数区阏 [0, 1] 覆盖曲线 y , 若存在数组0 = % < 51 <"’<心【 

1使得 y (0) 为认的中心* 7(1) 为认的中心，且 

7< U t s sU ]) eD , (i = 0,… — 1), (2) 

如杲 <JV D 0 ) 能沿这样的 f 延拓 SKA ， R )， 我们称( X ， D s ) 为 （/ e ， 认） 沿 y 的解析延拓 * 
(唯一性将在定理 16. 11证明 . K / fr ， D a ) 因此被称为容许一个 It 7的解析謹拓， 

虽然关系 （1) 并不 传递， 但传递性的一个 M 限形式还是成立的 * 它提供了定理 16. 11证明 

的关键 . 

16,10 命题假设 A > nan ^ 尹0， （ D " /◎)〜（£)" / i ), 且⑴" h 、 〜①” 力）， 
則（认，/ 0 )〜 （ D ” / 2 ). 

证明_假设，在认门认内，在 Aflft 内, = /|，因此 * 在非空开集 AHA 
门仏内/。=/^由于/。及/ 2 均在认 hd 3 内全纯，且 AfiA 为连通的，便得出在认 n 认 

内 / tJ 二 / i * _ 

16,11定理若 （/, D ) 是一菡数元素，并直 y 是从1>的中心出发的一条曲线，则（/， D > 

S y 最多容许一个解析延拓- 

镔定理的断言更清楚的陈述是茸如果7被链 t = A ，…， A w } 及沁 = < B ” B " ’’’* 
氏）覆盖，此处爲=孤 = 江若（/， D ) 能沿 ¥] 解析延拓到函 数元素 （心， D ， 同时 （/* D ) 

又能潜篆解析延拓到氏），则在肉， 

根据假设, A m 及艮都是具有相同中心 #1) 的圆盘，这便得出“及 I 具有相同的 £ 一 

7(1) 的幂级数展开式，并旦我们同样能够用及两者中较大的一 个代替 它们，承认了逾 

一点，呆终就得到心 

证明设％及吣如 上述. 存在数组 

0 = 5 0 <c <c ^ ^ — 1 ^ vh 

及0 =讲<!7】 0 **<^b = 1 =汉胃+_ ，使得 

rCDff ^ i ]> c A ,,7( Ui ， ff >+. i ]) c B § (0< a <i < n ). ⑴ 
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对 在 m — 1 和0< j < n — 1，存在函数元素（獻， Ai ) ^ ( gi+i « A i+ | ) 及 * 场）〜 ihj+i f 
Bj -M ) * 此处獻 I 二 /* 

我们断言，若0<1<挪和0</<心并且 [>， Sw ] 与 [ 疗 ” n ] 相交， 则 (ffi ， A)-(hj, Bj). 
假设存在数对 （ i \ i ) 使该断言错误，则它们中有一争使 i + i 最小.很明 Mf + j >0. 假设 
，则»且由 〔 A ， &+1]与 Lffi » cJj + i 」 相交，我们看到 

7(0 € n A ( n B ,, ( 2 ) 

i + j 的最小性表明（疋- ]， OCA " Bp , 又因为 (沿 - u A ;_, 卜 （&, A ,), 由命题 16, 10 可 
推出（於 t Ad 〜 ih ” Bp . 这与我们 W 假设矛盾* 用相闕 的方法可排瞻_可能性. 

丁是 我们酌断言已经确立，特則，它对数对 < m ， W 成立，并且这就是我们要证明的._ 
U . 12 定义假设 a 和/3是拓扑空间 X 内的点，而史是单位正方形 I^IX f < 此处 f = 
[0, i ]) 到 x 内的连续映射，使得对所有 tei , f ( o , 0=位及一1， o 唯 则称由 

y r ( s ) = 9 U,t) U € la e /) ⑴ 

定义的曲线 h 组成了 X 内的由 a 到#的一个单参數曲线族{%}■ 

我们现在导出解析延拓的一个十分重要的性质+ 

16, 13定理假遗是平面内由 a 到 / t 的单参数曲线族， D 为申心在 a 的圓 
盘，且必數无素 （/, !>) 溢每一条乃都容许解析延拓到一元素（於，这》，则扪=办 ■ 

最后的等式是像定理 16. 11中那样解释的： 

( ，£)】）〜 Cgo tDo ) 

且 Dw 是具有相同的中心#的画盘 ■ 

证明固定则存在一个覆盖 I 的链暫 =(九，…， A ^ Df 使得（&，认）由 
(/ ¥ D ) 沿¥延柘得到，并存在数组0^。<-<〜=1，使得 

E, = [ A 』 “ = 0，1 ⑴ 

这样就存在 e >0, 它比任意紧集 E , _对应的开圆盘 A a 的余集之_的距离都要小 • f 在尸上的 
一致连续性（见定义 16.12) 表明存在3>0,使得当 u€h I I * 一 I I <3时， 

I (哀 )一7*(，）1< ^ ⑵ 

假设 u 满足这些条件，则 （2) 表明《覆盖 y B . 因此，定理16, 11指出私及仏都由 
(/， D ) 沿相同的链雀延拓得到，所以於 = 

这样，每个 f € J 均被一条线段允覆盖，使得对所有因为厂是紧的， 
所以/被有限多个覆盖 | 又園为 J 是连通的，懸有®歩后，我们可以看嫩 ■ 
下面的定理是直观上很明显的一个振扑事实， 

1114定理假设 r 0 及厂是拓扑空间兀内的曲线，具有公典的起点 a A 公共的 终点疼 
若 X 是单连通的，则存在 X 内由0到#的单参数曲线族使得及乃 
证明令 [0, it ] 为几及乃的参数 K 阔 ，则 

(0 ^ s ^ ? r ) ? (】) 

r( s ) [r 1 ! — . i ) (tt ^ ^ ^ 2 n ) 

定义了 x 内一条闭曲残.由于 x 是单连通的’ r 在 x 内是零伦的 * 因此存在连续映射 
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[0, 2式] X〔0, 1]— X，使得 

H(j#0) — Pis) ,1 ) = c £ Xtf/{D s i) = H(2jE f t). (2> 

若屯 由 

= HieA -r) (0<r< 

定义，则 （ 2 〕 蕴涵着少是连续的，令 

Y,W = #[a-?)e® + £e-^J {0<f< l,OCf?<^>- 

由 # ( e tf ) = H 09 , 0 )=rc«, 便得出 

y f ( 0 ) - #(1) =- r( 0 ) = a ( 0 < £ < 1 >, 

7,(it) 0 ( — i) — r(it) — p (o < f < i) t 

y 0 m = #(e^) - r<» = A «) (0 < # < 霄） 

和 

yj (&} = #(e，）= ^ r(2ir — 約 it). 

这就完成了证明 . ■ 

单值性定理 

[3261 上面的讨论 实质上 已经证明了下述重要定理， 

16,15 定理假设 II 是单连通鼠成，（ / ， D) 是一个函教元素， DCH, 1(/ ， D) 能沿 12 内起 
点在 d 的中心的每一条曲线解析延拓，则存在 geH(zj) ， 使得对所有 g(z)^f(z). 

证明俊 Fa 和 r! 是 D 内由 D 的中心 a 到某点 #€>0 的两条曲线，由定理 16* I 3 及 16. 
得出，（ / ， £>) 沿八及 1\ 的解析延拓都会导致出相園的元素 （ A ， 这里中心为/?的 
一个圆盘，若 £V 与込相 交 * 则 （ gn ， D # ) 可以首先将 （/* D)|g 拓到仏 然后沿直线由/?延柘 
到灼而得到 . 这表 明在％ (1 D 办 g 班 =s>. 

B 此定义 

ffC^r) — g>《《) € D 芦） 

是相容的，并且给出了所求的 / 的全纯 开拓 . ■ 

16* 16 评注设 0 海一平面区域，國定加 € 仏令 D 为 J1 内的一个圆盘，由丁 D 是单连 
通的，存在 /eH(D) 屬得 exp[/(z) ： Hrw. 注意在 D 内 /’U) = (n )-\ 并且后一函 
数在整个内 全纯 . 这就蕴涵了 （/* D) 能沿内从 D 的中心 ® 出发的每一条路径 7 解析地延 
拓：若 7 由 ® 到心 D^D(p, r)CI2t , 

Ft — y -I - ^ ⑴ 

a 

gfiiz) = f C^~ + fia) (z e (2) 

J r 【 

贝 1 Kir# ， D # ) 是 (/ ， D) 沿 7 的解析 ® 拓 - 

注意在％ 内 〆〆 怎）芝一 如 ）' , 

现在假设存在 HOI) ， 使得在 D 内则对新有沒 fi ， giz)^(z-w ) ] . 
若 r 是 n 内的闭 路径， 便得出 
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Ind ^ Ctitf ) 


2 i：iJ 


g ’（ z)dz = G . 


(3) 


我们最终得出（借助于定理 13. 11)，单值性定理在每一个不是单连通的乎面 IE 域内失效- 


樓函数的构造 


16. 1?横群这是形如 


f(z) = 


az + b 
cz + d 


⑴ 


的所有 线性分 式变换的集合 G . 这里 a，h 3是整数，且一& =1- 

由干 L c 及 d 是实数，每个麥 6G 映实轴到它本身上(除了 coh 穿 《) 的虚部是 (P+#)— 1 > 


a 因此 

^ ar > = ip 

此处 it 是开上半平面.若史由 a> 给出，剡 


{ 9 e 


dw — h 
rw + i 


( 2 ) 


C3) 


于是 f 1 6 G * 同时，当 6 G 和 # f G 1 时 》y e G* 

因此 G 是一个群，以复合作为群 运算. 根据(2)， 习惯上把 G 看做 /T t 的变换群， 


变换笔一^怎+1 (位1, f -0) 科？ T - ► 一 1/二 = 漂一 1，「= 1)属十 G * 事实上》 

它们少.成 G (也就是，没有 G 的真子群包含 这两个 变换) * 这个_论能用定理16, 19< e ) 所采用的 
画样方 法证明 * 

一个模函教是 n + 上的全纯(或 亚纯) 函数/，并且/在 G 下或至少在 g 的某个非平凡子群 

r 下是不 变的. 这意味着，对每个 per， /。麥 =/• 

^ 18 一 个子群我们将取由 tr 和 r 生成_群为 r. 此处 


£T<«) = -X- 『 ( 艺 ） — ^ ⑴ 

2 z H - 1 

我们的—个目的是构造在 r 下不变的某个函数且由它引导出皮卡定埋的一个快連_证明. 
确实，在证明中，重要的是 A _映射性质，而不是它的不变性，而旦也能较快地给出 h 的构造 
〈通 当地用黎曼定理及反射原理 ）* 但是，用見何的语言来研究 P 在打^上_作厕是很有教益的 ， 
我们将沿着这条路？来处理 ■ 

设 Q 是满足下列四个条件 W 所有$的集合，这里力 

3 ?> 0 , - 1 < 1 » \2 z+l |> it \2 z-l |> L ⑵ 

0界于垂直线 i 】及 d 之_,并且以中心在一去及半径为吾的两个半圆周作为 

F 界、 CJ 包含了位于 IT + 中左半_那些边羿点， Q 不含实轴上_点+ 

我们断言 Q 是厂的基本区城.这意思是指下列定理的陈達(“及❿》是正确的， 

16,19定理设 r 和 Q 如上迷. 

(a) 若 ，及 p€r，JL ^ ^<pz % 則铲 1 (Q) Plfs (Q) = 0. 

( b ) U ^ CQ )^^ - 
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固定由 lmw >0, 仅有有限对整数 c 及3使得 | ctv+d | 小于任意给定的界限. 
并旦我们能选取@6 使得丨 cm+d | 取到最小.由（2>，这表示 

Imf ( w ) < ( f ? C F )- (6) 

令 髀 （ m )， 则 （6) 变为 

^ IfHE G J "")- (7) 

应用 （7) 式干 p = crr _ 11 和 p = u 因为 




z — 2n 

2z 一 4?? H - 1 ’ 


W )( iT ) 


z 一 2n 

—— 2 z H " 4 ji "h 1 7 


⑻ 


由 （2) 和 （7> 得出 

I 2z — 4n+l I 2^ — 4 #i — 1 1^1 (n = 0, ± 1，士 2,…）， <9) 

这样 z 满 a (5)， Hitt ：^62； 又因为 h 怎） 和和 _ l er , 我们有 xt，ex 

这就完成了证明. ■ 

下列定理概括了在 16. 18节提到的模函数 A 的某些德臟 * 它将用 - T 定理 16. 22. 

16.20 憲理若 r 和 Q 均如16/18节所述，則存在一个函數 HOT )， 使得 
Ca ) 对每个 X ° f — X , 

( b ) A 在 Q 上是 一一 的， 

( c ) A 的值域 IK 由 （ a )* 它与 A ( Q ) 相同）是不同于 0 和 1 的所有复数组成的区域- 

( d ) A 以实轴作为它的自然边界， 

证明 令 Q & 为 Q 的右边 一半. 更明确地说，由 : € H + ，并满足 

0< Re^< 1, | 2^-1 1> 1 ⑴ 

的所有 s 組成.由定理 14* 19( 及评注14_ 20), 存在4上的连续函数&，它在4上是^—一^油， 
在 ft 内是全纯的，并使得 = k ( 0 )^ 0 , A ( l ) = l ， 且 = ⑵‘反射原理（定理 

11. 14) 表明，公式 ____ 

M — x + i )) -■= X(x + i ，） （2》 

把 A 扩展为 Q 的闭包 G 上的连续函数 • 这个函数是 Q 的内部到除掉非负实轴的复平面上的共 
形映射，我们同时看出方在 Q 上是^一一^的*且 MQ ) 是 （ c ) 中新描述 M 区域并有 

M 一 1 + U) ~ A( 1 + == Mr(— 1 十 i^)) {0 <C 3 ； <C °° ) (3) 

和 

由于在 Q 的边界± &是实的，由 （2) 以及 <7和 f 的定义便得和 （4 X 
我们现在定义函数 ; U 

AU) = k(fT l (z)) € f(Q) *9 € D* ( 5 ) 

由定理 16. 19，每个沒有一个且仅有一个# P ， 使 | 属于 f ( Q ). 这样，对^叮 + ，⑸ 
定义了 并且我 «1 立刻可以看出 A 具有性质（3)到0)，同时1在每一个集 p(Q) 的内部是 


13301 
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全纯的. 

由 （3) 及 (4) 得出 A 在 


QU r -' CQ ) Utf '^ Q ) 

上连续，从而 在包含 Q 的一个开集 V 上连续.定理 16 * 8 现 在表明 A 在 V 内是全纯的.由于 
『被集 p ( v >, 的并所覆盖，且由 ； I 我们最终得出 Aewor+h 

最后，所有数一 0)=^^/_集在实轴上是稠密的，假若 A 能解析延拓到一个真正包含 IT + 
的 K 域， A 的零点将在这区域内有极限点.由于 A 不是常数，这样是不再能的_ _ 

皮卡定理 


16.21 所谓卡定理”断言每一个 非常数 整函数可以取到每一个值，除了有一个值 
可能例外_这就是下爾要证明的定理 * 有一个强善的说法 s 每一个不是多项式的整函数可以取 
得每一个值无限多次，但仍然涂了有一个值可能例外，这一个例外的值确能出现，可由 = # 
_ 说明，它删除了零值.后面的定理在一个局部的情况下确实是正确_:若/在点&有孤立奇 
点， iL 若/在的某个邻域内删除两个值，則是一个可去奇点或极晨-这个所谓的“大皮 
卡定理”是魏尔斯特植斯定理（定理】 0 * 21 ) 显著的 加强.后者仅仅断言，当/ 在❹有 本性奇异 
点时，％的每一个邻域的象在平面内稠密，我们将不在此她证明它* 

1122定理若/是整品數， A 存在两个不同的复教《和芦， 史伯 不在/的值城内，则/ 

为常数. 

证明不失一般性，我 |1 假设 ct =0 及#=1|不然 的话， 用 a ) 代替/， 则/映 
平面到定理 16. 20所描述的区域内. 

对每个圆盘对应有一区域 RCZJT (其实，有无穷多个这样的 V "每个都有 
一个），僮得 a 在％ 上是一 一的，且每个这样的％最多与区域# Q ) 中的两个相 
交*对应于 W 的每一种选取，存在函数# 1 对所有有 ㉟ < A ( H ) 二 l 

若 A 是内另一圆盘并且则我们能选取一个对应 I 的％，使得％门％#0. 
園此函数元素(#1， A ) W <#» ft ) 就将是彼此的直接解祈延拓’注意办 

由于/的值域位于 D 内，故存在中心在零的圆盘烏使得 /( A & ) 含于_—圖盘队中* 
选取如上所述，对 zeAp 令 gu )=^(/ G ))， 并令 y 为平面内起点为0的任 
意一 条曲线•/ □ y 的值域是 il 的紧子集 * 函此， y 能被一个圆盘链…，所覆盡，使 
得每一个/(八>包含于的-个圆盘认中，并旦我们能选取咖使得对 i = l ’ …， 
n “扣 ft ) 是(办的直接解析延拓*这样就给出了函数元素 U ， A ft ) 沿链彳 A " …， 
的一个解析延拓，注意办。/具有正的虚部- 

由于 AJ 能沿平面内每一条曲线解析延拓，而平面是单连通的，衡以由单值性定理推 
出 g ■能扩展成一个整函数■同时，#的值域是在打 十 内+ 因此， （ g — 是有界的，又由 
刘维尔定理，因而是常数.这也就表明了 g 是常数，并且，由于♦在 /( A 。) 上是^的，而 
是非空开集，所以我们最终得出/是常数. ■ 



解析延拓 


263 


习题 


1 . 假设 /《 t > = s 且这级数的收敛半径为 1 , 逋明 /在 Z = 1 有竒点•提示 s 把/展开为 p — ^ ) 的 

裤级数，若1为/的正麵点，麵新级教在某个 x > TL 处收敛 + 对愿级数来说这将意味者什么1 

2. 假设《/， D ) 及 （ g , £5) 都是函数元素. P 是一个二元多项式， FI 在 D 内有 PC /， 假设/和拉能沿一 

曲线 y 解街 延拓麵 /,和证明忾/!，幻） 一0* 试把这个结果推广到两个函数以上 I 有没有一个比多项 ( M 2) 
式类大一些的函数类 P 的这样的有关定理？ 

3. 假设/3为一单连通区域，且《为 D 内的实调和 函数. 证明存在函数 /€ H 03), 使得并指出对每 
一 个非单连通的区域，这个结论是不成立的. 

4. 假设 X 为平_肉闭单位正方形，/是 X 上的连续复函数，旦/在 X 内无零点， ffi 明存在 X 上韵连续闲数 

使得对哪一类空_ X 《不 _于上爾的正方形） * 这个结果也正确？ 

5. ffi 明变换 z—z^rl W £ — 一 + 生成整个模群 G, MM 由满足丨 jc I <y, y>0 M I z J >1 的所有 z = 

x + 再加上它们的有 i <0 的那些极限点组成，« 羽及是 G 的基本区域 ■ 

6. 证明 G 也由变换穿和資生成，此她 



证明，具有周期2, 0具有周期 3. 

7 , 找出线性分式变換的复合与矩阵乘法之__关系 * 试用这种关系作出定理的一个代數证明或习题 
5的第一■分的 i £ 明. 

8 . 设 E 为实轴上的有正勒1格测度的紧集，相对于平面的余集.并定义 

=Lrh (z e ah 

回答下列问题 ； 

< a > / 是否是常数〃 

Cb ) /能扩展为整函数吗？ 

〈 c 1 ) 当;? 时* 存在吗?若存在》娃 ff * 么？ 

( d ) ftan _有 役有全 純約平方根？ 

( e ) 在 D 内，/的实#是否有界？ 

( D 在3内， f 的虚部是舊有界？ 

C 若 （ e > 戒答复是有界.則给出一个界，） 

< g > 若 y 为包食芯在它的内部的一个正向网周■则 J / b ) 心是什么？ 

00在 a 内，是否存在非常数⑽有界全纯函数的 

9, 针对 

1，1] 

的特铢场合 验证你 在习蜓8中的答案- 

10. 若在平面内的紧集民的余集七不存在_常数的有界全纯函数，则称集 E 为可去的， 

( a ) 证明每一个可数紧集是珂去的+ 

(b) 着 E 为实轴内的■累于集 ，且辨 证明£：是爾去的.提示： E 能被总长度任意小的曲线所 环绕- 
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如在第10章习题35 鄱样应 用柯西公式， 

假设 E 是可去的，卩是一个区域， ECZQ , / eHin - E ), 且/有界，证明/能扩展为 D 内的全纯 
函数 • 

( d > 对不一定在实轴上的集 E , 叙述并证明与 （ b > 部分相类似_结论. 

Ce > 证_平面上 W (多于一点）紧连通子集没有一个是可去 
1 L 对每一个正数 a , 令八为具有参数区_(一 oo ) 且由 


r 4 Cf ) 



( 一 00 <C ? ^一 a ) ， 

(一 fit ^ f ^ T 


U+ici (a < f < °°) , 

定义的路径.设 a 为 rv 的余*的包含原点的分支，井定义 

,“，卜* Cs€ a) - 

证明若则&是/;的解析延拓，从而证明存在_个整函数，它在 a 的限制是证明对每个 


lim/{re^) = 0. 

r-^-oo 

(像通常 一样， 这里 r 为 IE 数， ㊅ 为实数 .） 证明/不是常数（提示 s 观察 /( r ) h 设 

g — / exp (- /) » 


证明对每个 

证明存在一■个整函数 M 使得 


limg ( re 淖 ） = 0. 





当忠= 0, 

当： #0- 


12 -假设 

k -f 1- 1 

媿 ® —个区域^在该区域内这两个级数 收敛. 鑽出这个例子说明了定親 m 找出最接近于原点的/的 
奇点* 


13,设 { jc ; I z | <2 | ■ 对 m — 1， 2* 3，…，设兄是所有的 H ( O ) it ) 找阶导函数/ € M ( Q ) 的集 ■ 

(换句话说， X , &以 HO !) 为定义域的微分算子的值域 .） 

( a ) 证明/€ A 当且仅当 j / U ) 如、： 0,这里7是正向单位闽周- 

cb > 证明对每一个心 / ex , 当 a 仅当/能扩展为 d ( o ; 2)__金纯丞数> 

14* 设 IT 是一个匿域， J ?< C ». 又设萝是所有满足 I /(#) I 而且/(仿既不包含0也不包含 1 的 
/€ H ( I 3) 构成的类. 证钥夢 是一个正规族 ■ 

15. 证 _1 定理 16* 2可以导致在13与 D 是同心圆这种特殊情況釣单值貌定理《11的_个非常简单的论证. 
试将这种特殊情况和黎曼映慰定理组合起来证明如定理 15+15 所述的一般情况+ 


國 



第 17 章 HP - 空间 


这一章致力于研究由一定的增长条件所确定的 / f ( u ) 的某些子空事实上，它们全都包 
含在第15章所定义!的类 N 内.这義所谓 fP - 空间（由 G . IL Hardy 命名）具有大量的与园式 
分解, 边膊値以及用 U 的边界上的测度表达的柯西型表示有关的有趣性貭.我们只打算给出 
一些最重要的结果，比_,关于使所有的《<0时傅里時系数以>0为0 的测度 "的 R Rb 關定 
理和鳳 Rie 關定理，仔的不变子空间的 Betirling 分类，以及关于共轭函数的風 Riesi 定理. 

解决这个问题的一个筒便的方法是遣用下调和 議数， 我们从简要地列述 它们的 性质开始. 

下调和函数 

17.] 定义定义在平面内开集0上的一个函数 w 称为下调和函數，如果它具有下_四个 
性质： 

( a ) —对所有的成立， 

< b ) II 在0内是上半连续的* 

( c ) 当 r > C /3 时，有 

u ( a ) ^ «Ca + re w ) d ^, 

( d ) ( c ) 中的 _ 分没有 _ 个是一 oo * _ 

注意 ( c ) 中的积分永远存在 • 并且不是丄因为 （ a ) 和 （ b ) 蕴涵着 k 在每一个紧集 KC 7 D 

上是上有 界的. （证明.•若 K ：« 長所有使得的② € K 的集，则所以 
或者是对某-个 jK M = 0 t 或者是 PlK a = 0. 在后一种情况卜 t 必有某一个 u ( z ) 
oo .) 因此 ( d ) 保证 ( e ) 中的被积函数属于 LUT ). 

每一个实的调和函数显然是下调和函数. 

17+2定理如果 u 是 0 内的下调和函數，沪是尺]上的单调增加的凸義數，则 9 s «是下 
调和函数. 

(为使在的所有点上有定义，我们令一一 ㈤ ）4 卿(工>，_当#—的极限 .） 

证明首先，因为 -是递 增且连续的，所以 f “是上半连续的*其次，若 IXair)Cf2, 

则有 

f ( u ( a )) < f + 代 l ”—)< ^ j ^ x 9 (u(a + ^ $ ))M 

因为 ㊉是递 增的而 《 是下调和的，这些不等式中的前一个成立；从 P 的凸性根据定理丄3便得 

出后-个不等式+ ^ ^ " 

17,3 定理若 12 是一个区域. /€HCn >, 并且 / 不恒等于0, 則 log 1 / 丨 是 I ] 内的下调 

和函教 ，从而 log + 1 / II 和 I / I ，（ 0< 參 <oo) 同样也 是下调和的. 

证明当/“）= 0时，我们理解为1 /($> 丨 二一的. 则丨/ | 是在 D 内上半连续 
的， 并 且定理 15*19 蕴涵着 bg 1 /丨是下调 和的- 
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若在定理 17. 2中，以 log |/|代替 w 而令 

— max ( O ^) # f(i) — e 〜 

应爾这个定理，则苟得出»外那两个结论. ■ 

17,4 定理假定 II 是£2内的连续下调和函数， K 是 D 的紧子集* A 是 K 上的连续实函 
数* A 在 K 的内部 V 内是调和的，并且在 K 的所有边界点幻咸立，则奴怎 XA ( z ) 
对所有的 zSK 成立. 

这个定理解释了“下调和”这一名调的含义，这里 m 的连续性不是必需的，但麗我们将不需 
要这个一般情形，并且把它留作_习* 

证明 令 u'=u — h , 为了樗出矛盾，慑设对某一个 %( d >0 成立*因为⑷在尺 
上是连续的，蝌在 K 上取到它的最大値荆 i 因为在 K 的边界上〜<0成立，集 
[3361 是一个V _非空紧子集.徽 々是 E_ —个边界点 * 则对于某个 r>0 有 r)C 

V,値是 O 的边界的某一段子弧位于 E 的余 集内」 因此 

Wi ( Z Q ) 二 m (% -r 
ZftJ -n 

这就意味着心在7 _ 不是下调和但是若《是下调和的，抿据调和函数的平均值性质，《_ 
A 也是下调和的，得出矛盾. ■ 

17.5 定满假定 a 是 U 内的连续 T 3和基數 ， 并且 

m ( r ) — u ( m l & } d § (0 < r < ]). ⑴ 

若 n , 则 m ( r [ Xm ( r 2 ), 

证明慑 / i 是 D (0; r £ ) h 的连续濟教，它在 B((h r g )_ 边界上与 I * 一致*而在 IK 0! r 2 ) 
|句是调和的.根据定理17 4，在 IXOi r ,) 内 成立. 因此 

mir,) < A - J * k{r l e r }d 0 = hiO) - 士 J 二 M m ( r 2 ) ■ 


空间 f / p 和 N 


17,6 记号 设 / 是任意一个以 rj 为定交域的连续函数 + 像 11. 15和 11* 19两节一样，我 
们在 T 上由 

/ W ) ; / Cre ie ) <0< r < l ) ⑴ 

定义 yv » 并且用 0 表示丁上按 = l 规范化的勒 M 格测度._此，范数将指的是 


LHa ). 特别地. 

WL !1, ^ (} T 1 L 叫「 (0<^<oo )f 

II /, u sup I /( rt ^) I ， 

& 


ft 外，我们还引入 


II / r l | 0 ^ exp log 1 I / r I 如 

J T 


(4) 
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17-1 定义 若 / eH ( LT )，0< i »< oo t 令 

|| /X = sup{ || / r !l P - 0 < r < 1}, (1) 13371 

若 0<p^, H 〃被定义为所有满足 ||/^< oo 的 /€ H ( IJ ) 的类. （泷意 这与我们在前面 
户的情况时引人的术语是一致的 .） 

函数类 N 由所有满足 || / l < oo 的 /€ HO /> 组成， 

显然，当 OCsCfOa 时，有 

17,8 评注 < a ) 当 #<oo 时，定理 17. 3和定理 17* 5表明对每个 /€ H ( U ), ||/ r | # 关于 r 
是_递减的函数；当#二^时，从最大模定理也可以得_同样的结论 * 因此 

I / II, - Hm It /； II,. ⑴ 

r-*l 

( b ) 对于 || /| p 满足三角不等式，園此是一个陚范线性空间 • 为了看出这 
一点，注意当 0< r < l 时，闵可夫斯基不等式给出 

II (f+gy r \\p ~ II fr + gr \\p < II fr \\p + ll gr ⑵ 

于是 1 时,就得到 

II / + g || # < II / \\p + II g llp< ⑶ 

( c ) 实际上，当时， fP 还是一个巴 拿姑空 为了证_完备性，设{/ V }是 
申的一 个梅西 序列，应用柯西公式于/； 一尺， 对沿着圆心在0、半径为 K 
的圆周积分，就得到不等式 

(R ■ - r) | f„(z) 一 / m (z) I < 11 (/« — f 你)寂 IIl ^ II (fn ~ f 饥 、 r II， < \\ ~ fm lip- 

由此可以得出{/»}在的每个紧子集上一致收敛于一个函数的结论■给定 e 〉 0 ， 存 
在一个 m, 使得对0?有? i >« t , \\ fn ~ f m IU <^ 从而对每个 

|| (/ 一 / I (/ B — f m )r IL < e . ⑷ 

这就指出当道^ ㈤ 时 ， |j f—fm llp -* o , 

( d ) 对于夕 <1, 研侧然是一个向童空间，但 I / IU 不再满足三角不等式* 

我们在定理 15* 23中看到，任何 /6 IV 的零点都满足布拉施克条件 S (1 —知 ）< oo ’ 因 
丽在每个中也同样 正确. 有趣的是，任意/ €好’的零点都可以在不增加范数的情况下消去. 

17 t 9 定理设 / eN , /_0, A B 是由/的零点构成的布拉施克乘积， ♦ 『卵， 則 g 

且 II g IL= II /ll。- 

进而 f 若 /6 H %. 则 g 6 H ’， 并 I B g II 
证明 首先注意 

I giz} |>l /( sr ) I ^ € V). ⑴ 

事实上对每个严格的不等式成立，除_/在以_没有零点，此时 『f- 

若^和 i 是非负的实数，_不等式 

log + ( j ^) < log + 5 4- log ” ⑵ 

成立，因为上式左边当51<1时是0，当 对>1 时是 logs ^ logt , 因为 = 

(2) 式给出 
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lo€ + I £ I < lo£ + I / I + bg 1 上「 (3) 

_ 定理 15, 24， 《) 式蕴涵着 II g | L <|!/ IU 又因 （1) 式成立,实际上有 II II /IU 

现在假设财某个/>>0有/€ 祕/的零点播成某个序 _( 重根按重数重复排 列》， 又世 

谷.是/的前 J 1 个零点构或的有限布拉施克乘积. 令 对每个当 r ^ l 时一致地有 
! B n Cre 0 ) | 國此 IU ,|| P = II / IU 又 n — ⑺时丨仏 I 递增到1莒 I ，由单调收敛定理， 

我们有 

|| g r \\ p = litn || (仏乂 ||， (0 < r < 1), <4) 

a - ►從 

对 斷有的 r < l ，（4) 式右边至多是 I / I . 令 r ^ l , 我们便得_«§%<11/1如前面一样， 
现在可以由 （1) 式得到等式. _ 


17. 10 定理设 0< 户 <00 ， / & H fi , f 麵 '， 又设 fi 是由/的零点构成的布拉施克乘积， 
则存在一个没有零点的函数使得 



f = B * h 2/ \ 

⑴ 

特别地，每个 /6 H 1 都是一个柬积 




/二妙， 

(2) 

其中两+因子都属于 




证明 由定理 17.9, // B 6 H 、 事实上 * \\ f / B \\ p = \\ f \\ fi . 因为 //B 在 U 内没 有零点 * 
U 又是单连通的，所以存在 f€HOO 使得 ei：|>(W = //B (定理 1 丄 11). 令 A = exp<pf/ 2 )* 則 
AeHOO 和 U I 2 = I //B | ’，目此4€ 印，<1)式成立. 


事 实上， IUHI - || / IIJ , 

要得出（ 2> 式，将⑴写成 /=(M) * A 的形式即可 * ■ 

现在我们可以证明■■空间的一些最重要的性质 ■ 

17. 11 定理若 0<#< oo ， /e HN 則 

( a ) 对所有非切向极大函数都属于 L p ( 厂)+ 

cb ) 非切向板限 r 在 t 上几乎处处存在， irei /( T )， 

( c ) lim j | /* 一 fr 

(d) || /* 11/11” 

若 /6 H 1 , 則 / 是 /* 的柯西 积分 , 也是 /* 的泊松积分 . 

证明 我们首先就夕 >1 的情况来证明 < a > 和因为全纯画数是调和的，于是定理 
11+ 30(b) 指出每个 /6 fP 都是 LIT) 中的一个函数（称之为 广 ） 的泊松积分，因此幽定理 
11,2500, N a f€LMT )， 并且由定理 11. 23 对几乎每一个# 6 了， 尸 （ e ， 都是 / 的非切_ 

极限. 

当而 /GH ， 时， _ 用由定理 17. 10 作出的因式分解 

/ 二 Bh v 、 ⑴ 

此处 B 是布拉施克乘积，丽且 h 在 U 内没有零点.因为在卩内有丨/丨< t & I 
所以 
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iNjy < {NJky, < 2 > 

从而由〔丁)得出 NjeL ^ T ). 

类似地， it 和 r 在 t 上几乎处处存在蕴涵着 / __切向极限(称之为 r )几乎处处存在. 
当广 存在时，显然有 丨广丨 < N a /. 因此 r 6 L # ( T )* 

这就对0<多<00的情况证明了 （ a ) 和 ( b ). 

因为 a . e , 和； / r 丨 < NJ , 控制收敛定理给出了 （ c >, 

当？ >1时， （ d ) 可以从 ( c ) 利用三角不等式得出；当 #<1 时,则可以利用第3章习题 M 
从 ( e ) 推 m ( d ). 

最后 ， 着 f € H 1 ， r < l , 且 Wl /. eHCDCO , ]/ V ))， 从丽人在1/内可以 
用柯西公式表示为 




n —n 


(3) 


并由泊松公式表示为 

对每个 =6 U , I 1 -e 
(3) 和式 (4) 化为 

m 


fr(z) ^ t- : P ( 怎， e lf )/ r ( 一)獻 

f KJ -n 


<4) 國 

I 和 PU ， e ，*) 在了上都是有界函数，因此情况下的 （ c ) 根据式 




/(:) 


2ttJ 


Piz^^r <e”df, 


(5) 

( 6 ) 

■ 


空阏 H 2 具有一个涉及幂级数系数的特别简单的特征， 
it . 12定理设/€ mm , 并且 

/(s) = 

0 

CSO 

则 / 6 Hi 当且仅当 ^ U < °°. 

0 

证明对 r < l 情况下的 /, 应用帕塞瓦尔定理，有 

2丨构卜，毒 u 产， L ' ， |2 釦 

F * Riesz 和 M , Eiesi 定理 

17, 13定理 若# 是单位圆周了上的复博雷尔测度，又对 

则#关于勒贝格測度是绝对连读的- 
证明令/盖 Pidptl ,则/满足 


11 / 111 - 


,—2， —3 


0, 


■ 

，恒有 

⑴ 
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II L\\ ：< Ml (0<r<l) (2) 

(参看 11.. 17 节>.设 r = 因为 ， 

DO 

函 I JHAe ” = 2 〆 W n! ， (3> 

像 1L 5 节一样， U ) 式中所提到的对所有«<0时的傅里叶系数 ^( k ) 都是0这一假设导致 

/( gr ) — ^ (z ^ U ). (4) 

o 

由 （ 4) 和 < 2 ) 便得到 / ew 1 . 因此由定理 mu /- p[r ] t 这里 rej?(Th 泊松积分 
表示的唯一性(定理 11. 30) 说明了如^尸如. ■ 

这个定理的一个显著的特征在于 * 它从一个表面上无关的条件《_它的傅里叶系数一半为 
0》导出测度的绝对盡续性.近年来这个定理已经推广到了多种其他情况* 

因式分解定理 

从定理17, 9我们已经 知道： 每一个/€ IF (除去/二0)都能分解为布拉施克乘积和一个在 
U 内没有零点的函数同时也存在_个更为精巧的 g M 圆式分解.粗略地说它与足沿 
着某些 半径趋 T 0的速度有关* 

17. 14 定义 一个 内函数 是指一个通数关于这个 M ， | AT | =1在 T 上 a . e . 
(像通常一样. AT 表示 M 的径向极限 

若炉是 T 上的班 的可测函数，使得_9^1 3 (了），并且对 

Q(z) = c * exp I ^ >di j , ⑴ 

则 Q 称为一个外函數，这里 f 是一个常数 ， U I =L 

定理〗 5. 24 指出每一个布拉施克乘积是一个内函数，値也存在男外一些内函数，它们可以 

描述如下. 

17. 1 S 定理 锻定 e 是一个常数， | c 丨=1， B 是一个布拉施克采相，#是 T 上正的有限 
博當彤测度，它关于勒贝格刻度是奇异的，且 

M(z> = cB<z)exp|- 主 j (z C U> ， ⑴ 

则 M 是一个内函教，并且每一个内函教都具有这 种形威 

ffi 晒若⑴成立 = 则 bg | 贫1是 一 d 户齡泊松积分，因此 lo 襄 I 总 I < 0 ，从而 

, 并麗 MeH _ 同样是 I 确的. 问时’因为戶是奇异的， D 广0 n 《定理 7.1S)， 園 
_此 bg 丨互I 的径向极限均是(定理 11.12). 因为 | B * 丨 =i a.6, 我们看是一个 

内函数. 

反之，设 B 是由给定的内函数 M 的零点所构成的布拉施克乘积，并且令则 10 较 
Igl 在 tJ 内是调和的‘定理 15-24 和定理17, 9指出 s 在 [/内 lgl<U 而在X上 If I = 
in 于是 bg U I <0. 我们从定理 1L 30 得出，对 T 上的某个正测度户， log 丨 g | 是 
―如的泊松积分. 因为， 在 T 上我们有％于1%所以#是奇 
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异的. 最后 log 1 # I 是函数 


h ( z ) 


l _± 

e li - 


cl〆 if ) 


的 实部.这就蕴涵着存在某个常数 o ih = i , 成立.于是 m 是形 _( i ) 式 

的函数, 


这就完成了证明， _ 

不是布拉施克乘积的内函数的最简单的一个例子如下：取和 B = l , 设#是集中于£ = 
0的单位质置 ，则 


M(r) = exp 




Z — 


这个函数沿着端点在的半径很快地趋于 0. 

n . i 6 定理假定 Q 是一个像定义 17. 14 +那样的与 P 有关的鋒函数，則 

(a) log I Q I 是 \ og<p 的泊松积分 * 

(b) Urn I Q(re^) | ; 穸 ( 一） a* e. f I\ 

(c) 当 1 仅当 f€L p (T), 这时 II Q |j 广 II fh^ 

证明根据观察， U ) 是明显的，并且 （ a > 蕴涵着在 T 上 log | Q 1的径向极限 n 等于 
logp 这就证明了 （ b ). 若 Q 6 H % 法图引理蕴涵着 I 1 Q * l < llQll f ， 所以裉据 < b)， II f II,C 
IIQIU 反之，若 f € L ，（ T ), 则根据几何平均值与算术平均值之间的不等式（定理3.3)，有 

| Q ( re i# > | p = exp | PA ❹一 tMog〆 （ e i( ) tk j 

如果将后—个不等式对 # 积分，就会发规当 1*00 时 II Q 1 U < II 而当声= ㈤ 时，结论是明 

显的. " 

17, 17定理 假定 t /C ♦ 并且 / 不桓等于 0 ， 则 log 丨 /’ I 6 U ( 丁） ’ 外 

函教 

在 fF 内，并 I 存在一个内函教 M /， 使得 

/- M 必. ⑵ 


进雨，有 

log | /(0) |< I /* (^)丨槪 ⑶ 

虐且仅 # M / 为常数时， （3) 式中等号成立. 

函数财/和殳/分 别称为/的内因式和/的外因式 I Q / 仅依赖于， / I 的边界值. 

证明 我们首 先假定 /& H 1 . 若万是由/的零点所构成的布拉施克乘积，且轻 = / /B •则 
定理 17.9 指 gGH 1 ;并且因为在 T 上 〆 1=1/* 所以只甫用 g 代替/来证明定 

理的结论就風够了. 
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这样，让我们假定/在 U 内不存在零点 T 并且假定 /(0) = 1. 则 log l /丨在 U 内農调和 
的 ， log |/(0) | 「0.又因为 log = log + — 故调和函数的平均值性质蕴涵着 

‘[ log ™" I /( re ” | log " | /( re w ) | 6 B 

6 kj -* dnJ -* (4) 

< \\ f \ l < 1 fl 

对 0< r < l 成立.从法圈引理现在得出 log + 丨 /* 丨和 log I 广 I 二者都在园此 
log I f * I 也在 L l ( T ) 内. 

这便证嗍了铤义 a ) 是有意义的，根据定理 lmQyew . 園时，因为 iogir ( evm , 
所以 I <3/ I = 1 广 tN ) a . e . 若能证 _ 

I ftz ) i<i Q / U ) I u e u >, ⑸ 

则 // Q _ /将是一个内函数，并且我们获得因式分解 (2). 

因为 log I Q , 丨是 log 丨 /* I 的泊松积分，《5)式等价于不等式 

log | /|< F[log I 厂 I 」， ⑹ 

这就是我们现在要证明的.我们的记号如同第 n 章中一样： P [&] 是函数 WLUT ) 的泊松 
积分. 

对于 U I <1和令/说(怎> =/(麗2).固定 Eeu ， 贝 SI 
f 34?| log ! f R ( r ) I — P [ log + I /r I ](^> — F [ log ^ i/ft I ]( s ). (7) 

因为对所有的实数“和 … I log + H — bg +1； I < u — tH 成立，又因为当时 II/n —/1 l 
，0( 定理 17.11), 当1?— 1 时， （7) 式的第一个泊松积分收敛于 P [ log + I /• 1 ], 因此法图引 
理给出 

F[log | f * I ] < lim infP [ log - | |] = P [ log + | /’ | ]，log I / | ， ⑻ 

一 

这个不等式是与 （6) 式相同的. 

我 fl ] 现在已经建 i 了函式分解 （2), 若在（5>式中令2 = 0,我们便得到 （3) 式； 当且仅当 
I /(0) I = 1 Q f (0) | ,即：当且仅当1 M / {0> I —1 財在（3>式里的等号成立*因为 II M / = 

1,所以这只有当是常数时才可能- 
这就完成了对时的证明* 

若 i < p < oo , 则 h ^ czh 1 , 因此剩 T 来要证明的只是 Q / ew 气但是当 /e n # 时，根据 
法图引理，有 1/* I € LMT ) J 因此根据定理 16( c )， Q /€ H p . 

通过定理可以把 P < 1 的情况化简到的情况‘ ■ 

；[ og [ /* | gL l ( T ) 这一事实有一个推论.我们在证明中已经用到过，但是它的重要性足- 

以分开来叙 述它， 

17 , is 定理若 o < p < oo , 且/不恒等于 o , 則在 r 的几乎所有点上都 

有 /.(#) 关 G , 

证明 若 /* 则 log 丨 /* I = — °°, 如果在一个正测度集上发生 S 种情况 * 则 

J* log 1 /* (^) 1 dt oo, _ 

注意到定理17, IS 对于 f € H p 的径向极限的零点的位置加上了一个定量的 限制. 在 U 内 
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的零点也被布拉施克条件定量地限制了. 

像通常一样，我们能够把上面关于零点的结果重述为一个唯一性定理： 

若 /€ H ' g € ， 且在 T 鈞某个勒贝格测皮是正教的子集上有 /• ( e 勺则对 
所有的3：€卩， fiz )= g ( z ). 

1X19 让我们浏览一下类 W, 目的是看看在那里定理I 7 * 17和定理18还有多少东爾 
保持 JE 确.如杲 /6 N f 我们能用布拉施克乘积除/，得到一个商裏，它在 C/ 内不存在 

零点，并且它属于 N (定理 17,9). 这时 kglgl 是调和釣，又因为 

I log ! g I I ^ 21 og f | g \- log I g I ⑴ [MU 


和 


[* log I g ( rc w ) I = log I g (0) I t 
i jeJ 


⑵ 


我们看出 log I g I 满 M 定理 11.30 的假定，因此 log u ! 是一乎实测度 p 的泊松积分 * 于是 


f ( z ) = cB(^)exp| ^》主 


(3) 


这里 c 是—个常数，丨 c I二1， B 是布拉施克乘积- 

注意， iog + 丨£ I的积分是有界的（它是 丨 f 丨不太靠近 oo 的说法的定量表述）这一假定是 
如何蕴涵 log~ I S 丨的积分的有界性（它是说I⑧I不会在太多的地方太靠近0的）. 

若#是一个负测度 ， 在 （3) 式中的指数因式是在内.应用若尔当分解于就证 


明了； 

对每一个 /6 ~，对应有两个函 数匕和 使得在 U 内不存在零点， 

國为以 #0 a , ©• ，所以/ a _ e . 具有有限的径向极隈，同时 /• e . 

l 0g t /• ! eP ( T ) 成立吗？是的，并1其证明与定理 l 7 . 17中给出的证_是一样的. 

然而，定理 17. 17中的不等式不再成立*比如，若 

= exp ||-3^|, ( 4 

则 II / I 厂 | = 1 »并且 

iog | / CD ) |= 1 >0 - 去仁1。2 I r Ce k ) I dt . < 5 


移位算子 

n, 7 M 不寶〒 ffi 阏考虑 S 拿 鎊空闻 x 上的有界线性算子 Si 即是说， s 是X到X内的有 
界线性変换如果 x 的闭子空间 y 具有 soocy 的性质，我们称 y 为不变子空闾 •于是 

Jf 的 S - 不变子空间恰好是由 s 把自身映人自身的那些子空 

一个算子 s 的不变子空间的知识有助于我们想象出它的作用+ (这是一个_常一般的因而 
也是比较 純讎 》1:細紐何-贼换巾，了喊变换紐絲目讎㈣. ）tfc 如，若 s 
是 ”维向 童空闺X 上线性 算子，如果 S 有II 个线■独立的特征向簠心，由这截④中_ 
_任何一个所张成的一维空间是 S - 不变的.如果我们取 Ui， …，右丨作为X的一个基，我们 
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就得到 S 的一个_常简单的描述. 

我们将描述 f 上的称为“移位算子 ” S 的不变子空间.这里^是所有复序列 


x ^ tfi 

(1) 

的空间，对于这些复序列 


II hi Ht ； 丨心 

■«-= n 

(2) 

P!- sJ 

并且 S 是把 （1》 式中给定的元素 xef 变为 


Sx — { O *. f 0 + f , ，各， ■•，} 

(3) 


的变换.显然 S 是一个#上的有界线性算子， 貧且 II S II =1. 

一些 S - 不变子空间可以立即看出|如果 I 是所有前 I 个坐标均为 OfilxO 2 _集，爾 
是 S - 不变的* 

为了■到另 外一養 不变子空_,我们利用/和 H 3 之_的希尔伯特空间的同构，它把移位 
算子 S 化为上的乘法算子*要点在于乘法算子要比鳳来 納序列 空间#的场合容易分析一些 
(因为怍为全纯函数的空间 H g 具有比较丰富的构造）. 

我们对 a ) 式给定的每一个工 e / 联系•个函数 

■OTV 

f(z) ; (z ^ Uh 

根据定理〗 7. 12,它定义了一个/到上的线性^-映射.若 

oo 

: y = {，}， — 

并且若 H 2 中的内親定义为 

( f , g } = ^ r 

则帕塞 K 尔定理指绝（/，于是我们获得一 个’到 上的希尔伯特空间的闻构， 

并且移位算子 s 转化为 H 2 上的乘法算子（我们继续用 s 记它>: 

(Sf)(z) = zf(z) (/ & H 2 9 Z ^ L7), ⑺ 

上面提及的不变子空间 I 现在可看出它是由所有的这些 M 组成，这些/在原点至 
少具 有&阶零点. 这就给出一个线索：对于任何有限集(沿，…， JCU ， 所有使得 /( m ) = 
/( 奶 >= o 的那些 / ew " 的空闺 Y 是 S 〜不变如果 B 是以⑴，…，似为零点的有限布拉施 

画寛乘积，则当且仅当//託硭时 /6 Y * 于是 

这就联想到无限的布拉施克乘积也可能导致 s _ 不变子空_,更…般地说，布抜施克乘积 
可用任意的内函数 f 代替 ■ 不难看出每一个 fH 2 是的闭 S - 不变子空_.但是的每一 
个闭的 S -不变子空间都是这种形式的空间则是一个比较深人的结果， 

17. 21 Beurling 定理 

U ) 对每一个内函教，空间 


(4) 

(5) 

< 6 > 


是 H 2 的闭的 S -不变子空闺. 


9 h 2 = / e nn 


( 1 ) 
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( b ) 若钓和羚都是内函数，且”則”/朽是常数， 

( C ) 除 {0} 以外， H 2 的每一个闭的 S 〜不变子空间 Y 包含一个内函数，使得 F =， H % 

证明 WV 是希尔伯特空间 ，它的 范数为 

II / II 一 [^ f \ I r ( e u > 叫 ' (2> 

若 P 是一个内函数，则 If I - U . e . t 映射 /— 尹/_此是到 ff 2 内的一个等距；因为 
是等距的，它的值域#1 £ 是祀的_子空间. 《证明 s 若在 H 2 贝是一个柯西 
序列，因此彳 / J 也是柯西序興，从而断以裝=史/6炉硭，>由于②. f /= 铲”/， 

的 S - 不变性也是显而易见的.因此 U ) 成立， 

若奸仔=释11 2 ,则对某个/61^， 國此約 /僻 6 H \ 类 似地， 獅/釣 EH ® •令 
穿 = 仍/料和 = p~h ( 1 /穿》 ■ 则 h ，因为在了上 I 穸 * I = 1 a * e . ，力 * 在丁 I -. 几乎处她是实 
的.因为 A 是的_松积分，这便得出 A 在 CJ 内是实_，因此4是常数.这时 f 必须是常数 * 
于是 ( fe ) 得证， 

( c >_ 证明将用到由 Hdson 和 Lowdendager 开创的一个方法_假定 Y 是 H 3 的一个闭的 S _ 
不变子空_，它不是单独由0组成 _ 则存在一个最小整数 I 使得 f 包含一个下列形式 
的函数 /i 


» 

fit ) = Ca ^ ( 3 ) 

逭 at /$ zY , 此处我们把形如总 ( v )= z / u ), / ev 的所有的尽的集记作这就得出 
是一个 y 的真闭子空间.（用在 ( a ) 的证明 中用过的论证可得出闭性. ） 所以 Y 包含一个正交 

于之 Y 的非零向量（定理 4* 1 D * _ 

这样就存在一个 pev , 便得 Ilf 1 = 1以及 f 丄#因此 f 丄对 n = l ， 2，3，…成 
立. 根据 H 2 中的内积的定义 (M 20(6))，这意味着 


丄 ’ | (^} Pe^d#- 0 U-1,2,3，〜X (4) 

j&TtJ — * 

姉果我们对这些方程的左边用它们的复共轭代替，即，若我们用一《代 替”， 这些方程保持不 


变，于是 I < ! 2 61^(：0的全体傅里叶系数除了对1$于托 ㈣ 的那个等于1以外’其余都是 0. 
因为 L 1 _函数是由它们的傅里叶系数所确定的(定理 5 . 15) ，这就得豳在了上 I = la . e ， 


但是所_史是 〆 M 泊松积分，因此丨 f 丨<1.我劃得 ItiTf 是一个 内函数 • 

因为 ff Y ， 并且 y 是 s _ 不变的，对于所有因此对每一个多项式 P 有 
f peY . 画这些多项式是在 w 2 内稠密的（根据帕塞 K 尔定理，任一的幂级数的部分和依 
ff a 的薄数收敛于 /), 又園为 Y 是闭的，#且1$ 1<1,这就得出 f 穿 CY , 我们必须证明这 
个包含关系不是真正的 包含. 因为 fH 2 是闭 _，所以只需证_ 和办丄的假定蕴涵着 
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若 heY ， 则对 w = l ， 2, 3,…， 有 我们对 f 的选取表明丄，或者 

h * ( e @ ) 0 ( tt =— 1，一 2, 一 3 f >■ (6> 

于是的所有的傅里叶系数均为 0* 因此在 T 上 y ^=0 a , e , | 又因为 | 〆 |= la . e ■成 
立，我们有 f =0 tc . ， 所以 A = 0. 证明完毕* _ 

17.22 评注如果我们把定理 1?* 15和憲理 17. 21结舍起来，就可以 看出： H 2 的 S 〜不变 
子空闽可用下列两组数据刻画 5 —个复数序到 U H } (可能是有限的^甚至是空集），使得 
s dn | <1和 E(l — U B 丨 )< ⑻， 以及丁上的一个正的博雷尔测度"，它关于勒 M 格测度是鸯 
异的（从而 £^=0 a . e .), 找出用 {( U 和; j 的语言叙述的条件，以保证卬_一个 S - 不变子空间 
包含另一个 S 〜不变子空阙，这是不难的（我们把它留作练习 ）• 这样看得出所有的 S - 不变子空 
间的偏序集具有极其复杂的构造，它比从产上的移位算子的简单定义中所能料想到的要复杂 
得多 • 

我们用定理 17-21 的一个浅易的推论结東这一节*这个推论依赖于定理 1 H 7 中所 描建的 
_ 因式分解. 

17. 23定理假定 M , 是 /6 H 2 的内因式， F 是包含/的仔的最小的闭 S - 不变子空 
间，则 

r - u f H \ ⑴ 

特别地,当 I 仅当/是一个外函数时 

证明设是分解/为它的内因式和外 P 式之积的分解式，显然又因 
SM / H 2 是闭的和 S - 不变的，我们 WYCM f H 2 . 

另一 方面, 定理1?, 21橹出，存在一个内函数史，使得 Y - 9紙 因为 
使得 

由于内函数的绝对值在 T 上 a . e * 为1， （2) 蕴涵着 = 于是有€ Y , 

须包含最小的含有 M /_ S - 不变闭子空_.于是 M / fTd 这就完成了证明* 

用两个问题小结这些结果可能是有趣的，这些结果将提供问题的答案’ 

如果 / en % 那么，什么样的函数 ge 逆能够麵形如/户的函数依的范数逼近？这里 

P 取遍所有的多项式 • 答案：恰好是使的那些心 

对干什么样的集 {/ i 3 } 在内是稠密的？答 案：恰 好是那些满足 

\or \ /Co) i - ^f^iog |： r ^ 


存在…个 
( 2 ) 

國_ Y 必 


的函数 

共轭函数 

17,24问题的叙述 在单位 圆盘以 内的每 一个实调和函数 《 是， 卞仅仅是—个满通 
/(« = w (0) 釣函数 / eHOJ > 的实部.着 / ™ 14.十 iv ， 则前一要求也可以表示为 ^(0)^0 的形 

式， U 称为“的共轭调和函数或者共轭函教- 



间 


27 ? 


现在， 假定对于某个 夕， 函数 u 满足 

1 U r Up < (1) 

那么 * 当我们用 a 取代 t /时， a ) 式是否还能成立？ 

这也等价于间 /6 H ^ 能否成立？ 

当1<夕< ㈤ 时 * (由 M Riesz 给出的）目答是肯定的（当 p = l 和 p = ㈤ 时答案是否定的， 

参看习题24)，其粞确的陈述将在定理 17.26 中给_ 
我们回顾一下， 当 l < p <™ 时，每个满足 （1) 的调和函数 w 都是某个 eP ( T ) 的泊松积 
分(定理 11* 30). 因此定理 11. 11给我们提示了问题的另一种表述. 

若 1< 於 <00 ， 又谩对每个办 €1/01, 对应予一个全纯函数 

uh)U) = (z e v ), 

▼ 25 tJ i e — z 

那么，是否所有这些函数#都属于 H ” 

习题25讨论了这个问题的另外一些方面. 

17, 25引理若 d=v：/(l-\-p') , a= ( cosd ) -1 » ^= a p ( l + a ), W 

1 ^ p(c08^) p — orCOS 抑 （一号 < f < 号》. 

证明若攻 < 丨 f I < ic /2, 则 （1) 式的右边不小于 

— acospf acospd = 抓❹ ㈤=1 ， 

并且当 I 穿 I <5时1它超过芦 — 

17. 26 霞理若1<多<=«，則存在一个常數 A #< oo ， 使得不等式 

!1 # II, < A, || h i 

对每个 /*61/( T ) 都成立. 

更明确地说，上述结论是指（在 17* 24节中定义的)#都属于 W % 并且 
J | Uph\ I h 1 他 (0 <r < 1), 

式中 d ^= d 9/2 it 是了上的规范化的 勒祖格 测度- 

注意，定理中的&并不要求是实函数，因此这个定理断言了 # 1 L P ^H P 是一个有界线性算子 - 
证明首先假定 k€LHT}f h 為0 9 h^Q } 又设越是/==#的实部.11，5节中 
的（2>式表明 w 二 P [ A ], 因而在 U 内有《>0，國为 U 是单连通的而/在 U 内没有零点，于是 
存在 geHOJ ) 使得尸， g (0)>0_ 同样 ，I / I co 呼，这里史是以 U 为定义域并且满足 

I <p \ <n/Z 的实函数* 

像在引理17+25中那样选择心和芦=爲.可得* * 对 0«1 有 

| f r jsf I fr \ P €OS( pfr)d^ ⑶ iMB 

注意 .I / 丨调和函数的均值性质表明 （3) 式中最后一个积分等于 R 味(0)>0. 

因为蕴涵着 Ur 1!,^ IU ! U ， 所以 

| | / r |他<对/ ’ A ? (0< r < 1). 


( 2 ) 

(1) 

■ 

(0 

( 2 ) 


(4) 
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这样，当时就有 


II # u \ u ^ ⑸ 

若 ft 是^(71中_任意一个（复>函数.则上面的结果可以分别应用于I的实部的正，负部 


和虚部的正、负部. 

这就证明了 Kp ^ 2 的情况，且 

为完戚整个3:明.考虑2<夕<00*设 weurr ), 这里 g ®# 的共轭指数.令 G(e 勺 
利用富 比尼定理并通过简单的计算知道，对任意 A€I/(T)， 有 


j^Jfh'Kwdj = (ifiiv)r h da (0 ^ r < 1). (6) 

因为在 （2) 式中以 w 和 g 取代 h 和户依然成立，这时由 （6) 式可推出 

| J (iph ) r -u；(b | ^ A t I 1 W 11, || h || # , (7) 

现在让 w 取遍 y ( T ) 的单位 球并对 (？） 式左边取上确界，便得到 

(|j (#.) r |^j 1/ '< A f (| t U| W 广 ( 0 <r<l), ⑻ 

園此 (2) 式再次成立，并且 A ? <A,. ■ 


(若对 A, 和 卑取最小的容 许值，则最后的计算可以逆转，从而得出八广 


习题 

1. 对于上半连续 M 下调獮 函数，证_定瑾口. 4 賴定理:17.§- 

2. 假设/€ mm ,证明 bg ( i + I / 1 >是在 II 内下调和的- 

3. 傾定0<><的和/€ 证明当 ja 仅当在 U 内存在一个调和兩数心便得对所有的 

I f { z ) i 证明若存在丨 / I ，的这样一个调和的优函數 a ， W 存在一个最小的这样的函数，记作 

C 说明显一点 ，I / I >< W / 且》/是调賴的 i 若 I / I M ^ 是 调顧的 ，则 Uf ^ U , >证嘯 II / lip =- 
提示 i 对 及<1 考虑在 D <0| K ) 上的具有边界值 I / I * 的调和函教 * 并令況―1， 

4. 照样地证明当 M 仅当 log 4 I / I 在 tJ 内有调 和的优 函数时/€从 

5 . 假定 / en 〜 HW ), 以及 ㈣ U)CIX 能够得 m / 吗？用 N 代替回答同样的间题. 

6* 若 0< r <^ oc , 獵明是 W 的矣子类- 

7. 证明 FT 是 gCoo 时掰有的交的真子类. 

8, 着并且 rei / cTh 证明 / eH ，. 

9 h 假定/各面 /( U ) 在平面内不是稠密的》证明/在 T 的爲乎厨有齡点上具有有限的径向极限+ 

KX _定碰明映射 /—/ U ) 是 上的有 界线性 泛函. 釀为 ^ ^是希尔伯犄空间|， 这个 泛函能表示为/ 

与某个内积.试找出这个 g . 

1] ti 定若 "/ lli€U I / G > 1能够有多大？找出极值函数卜对严^^’样地做+ 

ia + 假定！ /6 H % 并里 /. 在 T 上几乎处处是实的，证明/是#数播拋这个结果对每一个 X '不 

成立 * 

■ 定 /' GH ( U ) ，又懷定存在一个加^ 00 ,使得/将每一+半径中心为0的圆周映到长度至多是时 
的一 条曲线1上 4 证明/吳有到 U 上的逢续开雜，并且/在 T 上的限制是绝对连续的. 

14,. 假定_是7上的复博雷尔_度，使得 
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1/ 如 (0 - 0 (n = 1,2,3,… )i 
证明或者 〆 或者齣支集是整个 T . 

15- 假定 K 是单位圆周了的紧的真子集.证明 K 上的每一个连续函数在 K 上能够用多项式一致逼近，提示 s 
应用习題 14- 


16. 完成定理 1737 对于 0<旁<1 时的证明. 

17. 设 p 是非常数的内函数，它在 U 内没有零点. 

Ca ) 证明若 p >0 则 l / 9 € H \ 

( b > 证哪至 少存在一个 ^€1%使得 = 

提#: log I ^ | 是一个非负的调和鹾数 1 

假定 P 是一个非常数的內函数， Ul < a 和 〆〆 LJ ). 证明 

lira fir^) = a 

至少对一个 W€7' 成立， 

19, 假定/€ 扨和 i//€ H \ 证明/是一个外阐数， 

20, 假定 /6 H 1 以及对所有 4€ Ei, Re[/(-)J>0. M 明/是一个外涵数 ■ 

Z \. 证明 /6 N 当且仅当/ =贫/1其中 g 和 ft 在 LJ 内不存在零点. 

22. 吒 明下面 的定理 15. 24的逆定邏. 


如果 /6 H € U ) 且 

iiTi?f I log i /( re ^) j | = Ot ( ， > 

则 / 是… t 布拉施克乘积 * 提示 t (• 涵若 

lim[ log + I /<re” I d 沒 = 0. 

因为 bg 1 1 / 丨為 0, 从定理 1 ?』 和定邏 1?, 5 得出 bg* I / I 掰以 |/1 €1. 现在 /=Bg. 容不存 
在零点， 丨尽 I 用 1/g 代转/, (*) 仍成立-根据前面的论证》園此 

23 . 找出在 17. 22 节里所搵到的条件. 

24. U 到一个垂直带域上的共形映射说明关于共轭函数的 M _ RkM 定理不能推 广到多 5=00 的情况 * 试推证出 
它也不能推广到 P = t 的情况* 

25. 假定将每一个 / et /( T ) 对应于它的傅里时系数 

/< rt ) = /(^)e^ di (n = 0, 士 1 ，士 2 ,…） 


園 


试从定理 17. 26推导下列结论： 

< a ) 对于每一个 f € lMTU 对应有一个函数 gei /( T ), 使得当《>0时，但当釋<0时 = 
事实上 * 存在一个仅依赖于 P 的常数 C ， 使得 

\\ g \ l < c \\ f \\,, 

于是映射/_&邊内的有界线性 投影， 从/的傅里叶鎩数中删去**<0的 那些项 就获得 
容 的傅® 叶级数+ 

0>> 如果我们刪去的那些项，这屢6是任意给定的正 整数. 证明闕样的_论是正 确翁. 

( c } 从 a ) 推导出：任 一/ eP ( T ) 的傅里時级数的部分和〜_成^打内的一个有界序列，我们进丽获 

得 £ 实际上冇 


lim \\ / 一 知 II，= 0 * 
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( d ) 若/€1/<：0,且 

F(z) ^ 2 

则 F € 并且每一个 F 6 IP 都能这样得岀，于是 U ) 中所述及的投影可以看成一个 1/( T ) 到上 

_映射. 

26. 证明当#=2时定理 17. 26存在一个很简单的证明，并且找 ® A 2 齡最佳值+ 

set 

27. 假定在 U 内 /( s ) - 并且2 U # I <«，证明 

■D 

J: | /，(，） | dr<co 

对所有_ 6成立. 

28. 证明了列命题是正确的 ; 设(叫）是一个足够快地趋于+°°的正整数序列，若设 

/ w = gf . 

则对所有使得 

1 - — <1 1 l < 1 

fik 2«i 

成 立的那 St 有丨 /“）I 航, 因此，虽然对几乎所有_# 

\im\ k f f {r^) dr 
R^lJ 0 

存 a (并且是有限的）.但是对每一个沙 

1 Nr ^ 

用 U _半径在/之下的象的长度对此作出几何解释 ■ 

31利用定理 im 得出当1<多< ㈤ 时关于研-函数_边界值的下述特征 5 適数好 6 I / CT ) 几乎处她等于某个 
的/、 当且仪当对蔚有负整数1 
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引言 

18.1 定义复代数 是一个复数域上的向量空间 A , 其中定义了一个坷结合和可分配的乘 
法运算，即 

j ( yz ) = ixy ) z , (x + 3 ^)^ — ^ + yz , x(y & z ) = xy + xz (1) 

对 jc ， 》成立 t 并且与标童乘法的关系是对和标量&有 

a(jcy) = jn(ay) = iax)y. (£) 

若在 A 中定义了一个范数，使 A 虛为一个陚范线性 空间， 并11满足乘法不等式 

II xy II < II x || 1 y || ix.y 6 A), (3) 

则 A 是一个賦 范的复 代教.如果再加上 A 关于这一范数 M 言是完备度童空间，即 A 是巴拿赫 
空间，那么我们就称 A 为巴拿赫 代数. 

不等式 （3) 使乘法成为一个连续运算.它意味着：如果:和: y rt —： y ， 则 ■ ry , 这 
町以从 （3) 及恒等式 

— 工 : y = (x w — x)y n + ^(y n -- y) ⑷ 

得出. 

注意，我们未曾要求 A 是交换的，_对所有 x _ y eA ， 并且除非明显地提出 
来，以后也将不要求是交换的. _ 

不过，我们将假定 A 有个单位无 • 这是一个元素它使得 

xe — ex = x (x ^ A) ⑸ 

成立.容易看出，至多存在一个这样的 = 并且由 （3)， | UII >1， 我们将作出一 

个附带的假设 

| 卜 II = I ⑹ 

元素 a：e A 称为可逆的，如果工在 A 中有一个遢元，就是说，如果存在一个元素工4 e A 

使得 

x~^x = xr _1 = e - ( 7 》 

再者，容易看出没有 一个工 6 A 能有多于一个逆元 ■ 

若 .r _ iV 在 A 中都是 W 逆的*麵亦然，因为（町广 1 . 因此*可逆元財 

于乘法构成一个群 * 

一个元素 x€A _谱 是使工 一 不可逆的全体复数 A 組威的集，我们用 0(1) 表示工 的谱 ■ 

18. 2 巴拿赫代数的理论包含着以代数性纖为一方和以榻#性质为另一方之 间的大 量的相 
互影响 . 在定理 9, 21 中我们 L1 经看到这方面的一个例子，并皿还将会看到綱的例子 * 在巴拿 
赫代数和全纯函数之间也有着密切的关系： Mx) 决不会是空集这一基本事实的最简易的证_有 
赖于关干整闲数的刘维尔定理 * 而谱半径公式则由关于幂级数的定理自然得到，这就是我们着 
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意讨论复巴拿赫代数的原因之 一. 实巴拿赫代数的理论(其定义应当是很明显的，从略）是不那 
么合适的. 


可逆元 

在本 节中， A 是具有单位元 e 的复巴拿赫代数，丽 G 是 A 内的全体可逆元的集+ 
18.3 定理若 x 6 A 而 |U || <1，则 e +^ eG , 


:打十文厂 1 = ^(一 1 ) 11 ?， 


|| 0 + x> _1 — e +j: || < 1 || . ( 2 ) 

证明乘法不等式 18.1(3) 表明 IU " II < IMI \设 

= e — 怎 + — …— C3) 

可以看出卜~}是 A 中的柯西序喪.因此，（1>中的级数(关于 A 的范数)收敛于 _ 个元素 A •因 
为乘法运算是连续的，且 

(e -f jc ) s ^ = ^ + C - " 1)'^'^^ ~ s^(e + jr ) t (4) 

可见 （ e + x ) y = e = y ( e + x >. 这就给出了（1)，画（2)可从 

| E (- i ) vi < 2 « ^ II < S )1 Y^TTF ⑸ 

得出. ■ 

18*4 定理设尤€0、 || x _1 ll = l / a ，^€ A , 且 IU 1 I = 沒<位，则 j :+ A € G ，且 


|| <x + h ) _1 — 十 ， r 1 h _1 II < :£ d , 


证明 l | II ^ pu<h 由定理 m e + x ~ l h € Gi 又由于 工一 D ， 故有 
z + heG ， 且 

( jr ^ hr 1 - ⑵ 


这样 

(x + k)~ } —X ^ 1 + — lie + x~ l h) 1 — e +JT.m ( 3 > 

在定理 18* 3 中以 x ^ h 代替 z 便得不等式 （】）+ ■ 

推论 1 G 是开集，并且映射是 G 到 G 上的同腔. 

國为，着托 G 且 UI 卜0,则⑴蕴涵着 II ，一厂 1 1 卜仏 因此1是连续的； 

显然它映 G 到 G 上.并且由于它本身就是它的逆映射，所以它是一个同胚 • 

推论 2 映射 1#文-] 是可微的， 它在任一 的微分是将 A€A 对应于 一— 1 的线 

性算子* 士《 

这也可以从<1)看出来_注意变换的微分这一槪念并不像定义 7 , 22 那样仅在 P 中，而是 
在任意赋范线性空间中都有意义.如果 A 是交换的，上述微分 将&变 为一工 _2/l ， 这和全纯函 
数的导数是 一 ST 2 这一事实是相一致的， 
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推论3对每个 : ce A ， 是紧的.并且当 A60 ( x ) 时， U 丨< IU | • 

因为，若 | A | > II jc || ，由定理 18* 3， x € G . 对于 j 一从=一 A(e — A _1 工)结论也同 
样正确；所以;欲证* fU ) 是闭的.注意， （ a > A € 〆 怎）当且仅当 ( b ) 由推论 
1, G 的余集是 A 的闭子集； Q ) 映射 A — x — Ae 是复平面到 A 内的连续映射 * 

18*5 定理设少是 A 上的有界线性泛函，固定 ieA , 并定义 

/( A ) =- #[( x -^)"'] U f ( Kx ))， ( I ) 

則/在的余集上是全纯的，且义一 ㈤ 时， /( A )^0. 

证明画定在定理 18. 4中用 x — Ae 代昝: c , — 代替&，可以看出存在一 

个依赖于: r 和 A 的常数 C ， 使得 

II (文一产广 1 — (工 一 Ae)~ l + (A — #》（尤一 Ae ) £ || 在 C | 戶一 A | 2 C 2) 

对所有充分接近 A 的 p 成立.因此当时， 

(x —p)， 1 — U-Ag)' 1 ( 工 ― 舲广， (3) 

户一 A 

并且， 若我«将#作用于 (3) 两边，则少的连续性和线性表明 

况一迎 —0 [Cr — Aer s ]. ⑷ 

—A 

于是/是可微的 * 从而在 tf ( i ) 之外是全纯的.最后，当 A — oo 时，由 G 中逆映射的连续性，有 

A / CA ) - <PlX(x~key l 3 1)] 一级(一 e ). (5) 

■ 

18.6 定理对每个尤 € A ， a (工）是索的和不空的. 

证明我们已经知道了 cKx ) 是紧的 • 固定并固定;则(: r 〜 A #)— ! #0,哈 
恩-巴靠赫定理蕴涵着存在一个為上的有界线性泛函少，使得此她/如定理繾. 5 
中所定义.如果 〆 工）是空的、由定理 H 5就会推_/是—个在 00 处趋于0的整函数*闵此， 
由刘维尔定理，对每个 A ，/( A ) ^0. 这和/<為>妗0矛盾.所以，是不空的. ■ 

定理 ( Gelfand - Maiur ) 如果 A 是具有单隹元的复巴拿赫代教，其中每个非零元都是 

可遨 的， 剡 A 就是（等距阂构于）复数域. 

每个非 零元都是爾逆的代数称为可 除代數 .注 意， A 的交换性并不是假设的一部分 I 它是 

结论的一部分 * 

a 明若 x€A 且 h 笋 a 2 , 则 jc — a # 和#定有一个是可逆的，因为它们不能同时 
为零+现在由定理亂6得知 S 对每个工 6 At 饮(^)刚好由一个点 組成* 记它为 A (: t ). 由于 1- 
A ( xk 不可邀，它 一定是 0,因此映射 ■ t — AGe ：》 因此是 A 到复数域上的同构，因为对 

所有 ^ eA , I k(x) 1 = 11 A(^)f II = IU II ,所以它也是一个 等距- _ 

18,1 MSL 对任意 * r € A ， _r 的谱半径 〆 x ) 是包含 《 Ki ) 的、中心在原点的最小闭圆盘的 

半径(有时也称为 I 的谱 篦教； 参看习题 14): 

p(x) = sup { I A 1 : A 6 cr ( x )}* 

18,9 定理 (谱 半径公式） 对每个 

lim ir " = 〆 ！>, 


(1) 
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(极限的存在性是结论的一部分+ ). 

证明闹定设 n 是一个正整数， A 是复数，并假定分）.我们有 

(jc* — A M i?) ^ Cj — + 紅 * -2 + i” +A" _1 «). (2) 


以 （/ —A>) 1 乘 （2) 两边，就证明了 I 一 Ae 是可逆的,因此 A 祭〆 文>. 

这样一来，若则；对 2* 3,…成立*定理 18.4 的推论3指 ffi 了 
I A n I < II x m || ，因此 U I < IU1 v ' 这 就给出 

pLx ) ^ lim inf 1 x H H 1/B， . (3) 

现在，若丨 A I > IUII 、容易验证 

DC. 

(鈿一 x)^Af l i s = e, C4) 

n=»0 

上述级数因此就是 -Oc — k) ' 设由是 A 上的有界线性泛函并 _ 定理 18. 5 中一样定义 /. 由 
(4)，展开式 


/( A ) — ㈠ ⑸ 

nr-^0 

对断有使得 U I >IUII 的 JI 都成立 • 由定理 18. 5, /在 Hx ) 外部，因而也在集 Ui U I > 
〆 #内是全纯的 • T 是得出若 IA ! > pU ), 则幂级数 G ) 救敛.特别对 A 上的每一个有界线性 


泛函0， 


sup 1 0 m I <… <u i> pu)y 


( 6 ) 


A 中任意一个元素的范数与它作为 A 的对偶空间上的线性泛函的范数相同，这二点是哈 
恩-巴拿赫定理(第 5* 2〗节）的推论 • 因为 （6) 对每个#成立，现在我们可以应用巴拿赫-斯坦因 
豪斯定理并修出结论 S 对每个使 I A 丨 > p ( x ) 的 A 都对应有一个实数仁(1 〕 使得 

II rH < C ( A ) (n = 1 , 2 , 3 ,-"X t ?> 


以 u I，⑺并取 》 次根，若 u I • 则可给出 

IU fl || 1/w < I A I [ C ⑴〕 1 /B in = 1,2,3，"，>. 

因此 

lim sup || x n || l/n ^ p ( 工 》 . 

从 (3) 和 （9) 师得本定理 ■ 


18+10评注 

(a) A 的一个元素是否在 A 中可逆，纯粹是一种代数性质 * 所以 $ _谱及诸如谱半径之类 
是用為的代数结构来定义的，没有渉及任何度童（或拓扑》方面抽考虑 + 另一方面：定 
理 9 的陈述中的极限则依赖于轟 _ 度量 性虜 . 这是该定理引人注意的特色之一：它断言了 
完全由不同的途径提幽来的两个数童的相等 * 

( b ) 我们所考虑的代数也可能是一个较大的巴牮赫代数 B 的子代数(一个例子见后〉，因此 
很可能出现这样的 情况. 某个^色為，在 A 中不是可逆的，但在 B 中是可逆的.因此 1 的谱与 
代数有关；_用很明显的记号，有办 ( x ) 3 咖 U >， 并且可以是真正的包^关系.但是，文的谱 
羊径_不受此 影响， 因为定理指出它可以用怎的幂的度量性质表示出来，而它们却与 A 
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之外所发生的任何事情无关. 

IS, H 例子设 C(T) 是单位圆周丁上的全体复连续函数（关干点态加法、乘法及上确界 
蒗数） 的代数， a 是厨有 /ec(T)i 的集，条件*这 ■/ 可以开撕为单位圆盘 u 的阐包上的连续 
函数 F ， 并使内全缝.容易看出 A 是 C(T) 的子代数，若 AeA 并且在： T 上一致_ 
收敛，则最大模定理保证了相应的序列在 t/ 的闭包 上-致 收敛 • 这表明 A 是 C(T) 的闭子 
代数 T 从而 A 本身也是巴拿赫代数 T 

由/■定义厕 F；U)=^/o 作为 A 的元素，它的 谱由闭 单位圆盘组成I怛对 
于 C(T) f /；的谱仅由单位圆周组成.根据定理9,这两个谱半径是相闕 _■ 

理想与同态 

从现在起我们只讨论交换代数 ■ 

18,12定义交换的复代数 A _子集I称为理想， 如果： <a)/ 是 A 的子空_(在向量空间 
的意义下） t (b > 当时， x^e L 若 f 乒 A，J 就称为真 理想. 极大理想是一个不鏡 
被任意一个更大_真理想所包含的真理想.注意， S 有一个真理想能包含可逆元 * 

如果 B 是另一个复代数， A 到 B 的映射曹称为同态，若它是一个线性映射，同时也保持 
乘法运算，对所有的核(或零空间〕是全体使 〆的工 GA 
_集.验证-个同态核是理想是极容易的，其逆命题请参看簡，14节- 

1 ^ 13 定理若 A 是良有单位元的交换复代数，则 A 的每一个真理想都包含在一个极大 
理想之内.若再加上 A 是巳拿赫代教， MA 的每一个极大理想都是闭的 * 

证明第一部分 JL 乎是豪斯多夫槪大原理的一个直接推论_ (并且在任何一个具有单位元 
的交换环中都成立 • >将所有包含[的 A 的真理想麵成的族逆根据集的包含关系偏序化_设 M 
是沪的某个极大线性序子族2中诸理想之并，園为史的任何成员都不包含单位元， 故 M 靈一 
个理想（國为它是理想的线性序族之并），且 J 的极大性可推 M 是 A 的极 

大 理想. 、 

若 A 是巴拿赫代数+则 M 的闭包 M 仍是一个理想(这一命题的证明细节留給 W 为 M 

不包含焱的可逆元，并且全体可道元的集是开的，故于是 M 的极大性表明 ■ 

一 18 . 14 商空间和商代数假定 J 是向量空闺為的子空间，并旦对每个对应一 


个陪集 

蒼 A — Xz 6 J » 


fix ) = j +j 土 u 十: v : y € jn * 

则〆々 * xi-x 2 € j . 则 n〆 文 2 ) = 0 j 曲陪集的全体用 


a/j 表示 . 若对任意 a a 和标量 a 定义 

f(x)+f(y) ^ fO ： + y)^ A^(*r) ^ f(h), 

则八/ 厂是一个向量空_.由于 J 是向量空_,运算 （2) 是宪全确 定的. 这就是说 ，若一 


fs(JC ’) 和 =9(/ ) ，则 f 

+f(y) — 十炉 (:/) ，却 （ x ) = Xf(^ >- 

显然， f 也是一个由 A 到 A/J 上的线性映射； A/J 的零： S 素就 是 〆 0 >=上 


_ 
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下一歩假设 A 不仅是一个向 量空闕 而且是一个交换代数 . J 是 A _—个真理想.若/一 a 
ej 且 /—： yej * 则恒等式 

x f y f — = ix f — x)y f 4- — y} <4) 

表明 x ' y — ^ ej . 因此在 a // 中的乘法可以用一种协调的方式予以 定义： 

— (x 和6 A ). (5) 

容易验证 A / J 是一个代数，并且庐是八到 A / J 上的同态，其核是入 

若 A 有单位元^则沪<4是 A / J 的单位元.进而，当且仅 i J 是极大理想时， A / J 是 
一个域+ 

为了看出这点， ® a^€A 并令 ^ 

J — {m +3»； a E j 6 J ) * ⑹ 

则！是 A 的一个 理想，因为 I ，故 I 真正包含 J . 当 J 是极大財 ， f = A , 于是存在莱个 a€A 
和因此 〆 《) 〆 文）而这就是说， A / J 的每个非零元都是可逆的，于 
是 A / J 是域■若 J 不是极大的，我们可以像上述那样选择$，使 J 关人 W 此从而 
一 jt ) 在 A / J 中不是可逆的. 

18,15商范数假设 A 是一个陚范线性空间， J 是 A 的轉子空间，且如上所述， 

: t + J . 定义 

II II = mf { 1 ^ + j I ! ； ^ (n 

注意 || 是培集 〆 d 中诸元素的范数的最大下界；这就与从 $ 到 J 的距离相同 * 称 a/j 
中由（1>定义的范数为 A / J 的商范数.它有下列 性质: 

U ) A/J 是賦范线性空 H . 

( b ) 若 A 是 e 拿蚌空间， A / J 亦然. 

( C ) 若 A 是交换巴拿砧代数齡 J 是—个真闭理想，則 A / J 是交换巴拿赫槐數- 
这些都是容易验证_， 

^ x € J , M II ^(. r ) II -0* 若工 6 J ， 则 J 是闭的送一事实蕴涵着 II It > a 显然 

|| A ^( x ) )| ^ I A 1 'll f ( r ) || ■若々和且€>0，则存在％和:^ J 使得 

11 Ti + 为 li < II fixi ') II +£ t * ^ ⑵ 

因此 

IS ^(xi + 工®) || < II 工 I + ^ + 3 ^i + ^ II (3》 

<ll <pix \>ii + ii <pi^y ii 十心 

它给出了三角不等式并证明了 （ a >. 

假如 A 是完备的且是 A / J 中的柯西序■，则存在子序到使得 

I ） II < 2’ OIU ， …)， ⑷ 

并存在 元素％ 使〜一巧 U ， 且 II %—右+1 II <2' 逑样，是 A rt 的一个柯西序列；由于 
A 是完备的，存在②€八使 II A 一2 1 由此得出在 A / J 中，史(怎〜）收敛于 〆 $)* 但是一个 

柯西序列若有收敛子序列则整个序列 收敛. 因此 A / J 是完备的，并且证_了仏)- 

为证嘿 （ C )， 选择；和 x £ € A 以及 e >0, 并选於6/使（2》成立 • 注意（均+力） 
(^+^ g ) 6 x | JCt + J t 所以 

II II < II <^i +yO I < 1 ^ +力 ll II 為 +龔 tl. ⑸ 
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现在 （2) 蕴涵着 


II 史(工1 尤 2) II < S fC ^ i ) 1 ill ^( x 2 ) II * <6) 

最后，如果 e 是 A 的单位元，在 （6) 中取而^=以就给出1 < pie ) || ^1* 但 
9 ( e ), 商范数的定义表明 | f >( e ) =1.所以 I〆 幻 11 ;1，证明完毕. ■ 

18+16在论述了这些预备知识后，现在我们就能够导出有关交换巴拿赫代数的一些关键 
性事实了. 

如前一样，假设 A 是一个有单値元的交换的复巴拿赫代数.对于 A ， 我们让它对应于 A 
的全体复同态的集这些闻态是 A 到复数域上的闺态，或者用不_的术语，麗 A 上的不恒等 
于零的乘法线性泛函.如前一样， #( x > 表示元素 zeA 的谱丽 〆 怎)是 j ： 的谱半径， 

那么，下述关系 威立： 

18,17 定理 

( a ) A 的每个极大理想都是某个△的核. 

( h ) A 6 f ^ Cr ) 瘍且仅_ h ( jc )^ A 对某个咸立 ■ 

( c ) X 在 A 中是可逆的 当星 仅当对每个 h^Af hix ) 9^0, 

( d ) 对每个 和 hCjr )€( r ( jc )^ 

( e ) 对每个 和 /iei I h ( x ) I ^jotxX II ^ II * 

证明若 M 是 A 的极大理想，则 A / JVf 是域 ； 因为 M 是闭的（定理18.13)， A / M 是巴拿 
赫代数，由定理 im 存在 A / M 到复数域上的同构允 蒼 h = j 。赘， 这里 p 是 A 到 A / M 上的 
_态，其核为则而 ▲ 的核是 M . 于是 ( a ) 得证， 

若则是不可逆的；因此，对所有: y € A ， 元素 （x — 的集是 A 的一个 
真理想（由定理 18 . 13 >,它位于一个极大理想之内 ， G ) 表明存在使工—如由 
即得 

M —方丽若则对某个有 ( x - Ae ) 产6由此得知对每个 h { x - Xe ) h ( y } = 
1，所以 A ( x — Ae )#0 或者 k ( x )^ X - ( b ) 式得证. 

因为当且仗当0^(工)时， x 是可逆的，故由 （ W 可得 ( e )， 

最后， < d ) 和 （ e ) 都是 （ b ) 的直接 推论. ■ 

注意， （ e ) 蕴涵着 h 作为线性泛函其范数至多是1_特别每个△是连续的 * 这已经在早 

德时候证明过了（定理 121)- 


应用 


现在给出一些定理的例子 • 这些定理的陈述并不包含代数的概念，然而却可以通过巴拿赫 

代数的技巧来 证明. _ ^ m T T ^ 

1軋18定理搋 A ( U ) 是开 单位圆 AU 的闭包 U 上全体连续函數的集*这癃函數在 U 上 

的限制是全纯的，假设 / i ， …， / n 是 A ( U ) 的无素，使得 

1 fiU) 1 + …+1 fniz'y 1>0 

对每个 $GCF 成立* 则存在 gi ， …， g B € A ( U ) 使得 


⑴ 


m 

^ M ^ ygiiz ) 


(z 6 U). 


( 2 ) 


圓 
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证明由 T 全纯函数的积以及一致极限都是全故赋以上确界范数时是 e 
拿赫代数.对 AOD 飾任意一些元素 gy 厨有形如 S /, 仏的函 数组成 M 集 J 是 A ( U ) 的一个理 
想.我们要证明的是厂包含 A ( U ) 的单位元 1. 由定理 18*13, 当且仅当 J 不包含于 AOO 的极 
大理想时才会出现这情况. 由定理 18.17 U ), 只需证明不存在 AO ；) 到复数域上的灣态 A 使得 
[365] H /0 二0对每个成立就够了. 

在确定这叠同态之篇，先要注意到多项式构成 A ( U )_ 稠密子集.为看出这一点，设 
A ( U ) 和 e >0, 因为/在0上一致连续，存在 rdl 使 | fM - f ( rz ) | 对所有的成 
立，囊1 ^丨<1时， /( r 幻关于 t 的幂级数展开式是收敛的，因此它对于=60—致收敛于 
f ( rzh 这就给出了所需的逼近* 

现在设 A 是 A(U) 的一个复 闻态. 令 = 则/。€八(1/乂很明显〆/。）二17.由定理 
IB, 17(d ), 存在 oreO 使得園此 = 对 2，3， …成立 * 于 

是，对每个多项式 P, hXP )^ P ( a ), 顏为 连续而多项式的集稠密于 A(U)， 由此得知对每个 

我 们的假设 （ 1 ) 蕴涵着更少有一 个指标 使得 ！ Ma ) 1 > o . 

我们已经证明对每个都至少对应有一个给定的函数/ ㈠ 使得而这一点， 
JE 如上面曾注意到 M —样，足以 ffi 明本 定理. ■ 


國 


注根据前述证明， 我扪 己经确定了 i 4< U ) 所有的极大 理想. 因为其中每一个都是策 
个 的核！ 如果 lM a 是所有使得 / G >=0 的 / eA ( U ) 的集，则 M # 就是 
A ( U ) 的一个极大理想，而且 A 《 LJ ) 的全体极大理想都能由这个速径得出- 


A ( U ) 通常被称妁®盘代数 * 

n .19 AO /) 的元素在单位圆周 T 上的限制构成了一个 C ( T ) 的闭子代数. 这就是在例 
IS . 11中讨论过的 代数九 事实上 A 是 C (71 的一个极大子代数.说得更明确些，若 
C(TK 且 B 是 C ( T ) 的（关于上确界范数而言的）闭子代數 ，则 或 B = C ( T >. 

从定理 1 L 21得知 A 恰好由使得 

y -(„) = XJ * - 0 (rt =—1， 一 2, 一 3,…) ⑴ 

成立的那些 / ecoi 组成，因此上面提到的极大性定理可以作为一个逼近定理来叙述 * 

18.2 fl 定理锻设 geC < T >, 而对某个 n <0, g ( n }^ 0 , 则对每个/& (:( 了）和 e >0 ，都 


对应一个多.项式 


m { n ) 


P w ( e ^) - XX / in 


使得 


证明设 B 是所有形如 


0，**-, N )， （1) 

(e 通 e T>. ⑵ 

⑶ 
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的函数的集在 C = C ( T ) 中的繩包.这时定理断言现在假定 B 弇 C . 

断有形如(3>的函数的集（注意 N 不是固定的）构成一个复代数.它的闭包是一个巴拿赫代 
数.它包含了函数/。，这里 / Q < e ， 二笋 C 的儀定蕴涵着1//。痤 R 如着 不然， 对所有整数 
n , fi 都#包含 /;■ 因而所有三角多项式都属干 B ， 但由于三角多项式在 C 中稠密（定理 4. 25)， 
就应当有5=0. 


于是/。在 B 中是不可逆的.由定理18,1?，存在 B 的复同态^使 M / 9 > = 0* 每个到复数 
域上的_态都满足= 又因为； K /«) = CN 所以也有 

A(Z?) = [ft(/ 0 )] Ti = 0 in = (4) 

我们知 道&是 B 上的线性泛其范数至多是 1. 哈恩 - B 拿赫定理可将 A 开拓为 d 上具 
有相同藏数的线性泛函（仍以~记之) • 0为 Ml ) = l 画 II 幻 I <1，自_22节衡用 W 论证 表明办 是 
C 上的正线性泛函.特别，对于实的/， A (/) 是实的，因此由于 / 0 i 是的共 


轭复数，得知 (4) 对 


，一2， — 3，…也成立.这样 


二 


1若 


0, 


,0 着 71 / 0 * 

由于三角多项式的集在 c 中稠密，故 C 上只有一个满足 (5) 的有界线性泛 ® . 


公式 


h(f) = /(e^)dfir (/ 6 C) 

-IT 


⑸ 

國此 It 由 

( 6 ) 


给出 

规 在当? I 是正整数时，由于知在 B 上是可乘的并根据 （5) 式，<6)给出 

g (— n) = ^-| g(e , 6 )e'^d 0 = k(gfS) 

= h ( g ) Hfl ) = 0. 

这就与定理的假设 矛盾- 

我们用 Wiener 所作 til 的一个定理结柬 * 

18,21定理假设 

fie 9 ) - 2。 〆 ，2 

—的 L 

I 对每一个实的 &* /( el 尹0，則 

点=象，，且有 

证明设 A 为所有在单位圆周 上满足 (1) 的复函数的空间，陚以范数 

- ' 

II /1卜 S | ‘！■ 

显然 A 是一个巴拿赫空_.事实上, a 等距_构于即整数集上的关于计数测度珂积的全体复 
函数 的空间 ，但 A 对于点态乘法丽言也是一个交换巴拿赫代数._为，若容€ A 而= 

e in e ,则 • ••••_■• _•• 1 :- r - - :: _••••• •■定 • 石：_ •• 


■ 

( 1 ) 國 

( 2 > 
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(4) 

_ k 

并園之有 

it /f ii = 211 < S 丨為 * I 2 iI 

ff * * " (5) 

= ii / ii • ii 茗 ii . 

同样， 函数 1 是 a 的单位元， 且 ii iii ^ i . 

令如前， »/ 0 eA f 1//,6 A * 且对 《=-0* 士1，士2, - II /I II =1 . 若 h 是 
A 的任意一个复両态且则 || iMI <1的事实蕴涵着 


I A rt | = I k(fV I < || fo \\ ^ 1 (w = 0, ± 1 , 士 2, …) ， C 6) 

因此 U I 二 1. 换言之 * 对每个 A 都对应有一个点一 € T , 使/!(/,) = 々,于是 


h ( fi ) = ^ /5( e ia ) in - 0, 士 1, 士 2,…）- ⑺ 

蕾/由（1>给出，则 /= Sc ffi / S , 这个级数在 A 中收敛 f 由于 A 是 A 上的连 续线性 泛函， 
从 (7) 可得 IU 结论 

h(f) - /( e k ) </€ A ). ( B ) 

因此 T 上没有一个点能使/变为 U 这一假设说明了 /不 能属于 A 的任何一个复同态的核- 
圆 现在，定理 18* 1?蕴涵着/在 A 中是可逆的.而这恰好是本定理所断言的， _ 


习题 

h 假设 SGt ) 是巴拿赫空间 X 上全体有界线性算子的代数，当 A ， 和烏 € B ( X > 时，有 

(Ai — A| j ： + A|^t (AiA()Cx) = Ai CAj jt) , 

M I 卜 si’p • 

证明 m 叉》是巴拿 # 代数. 

2 t 设„是一个正整数， X 是全体 tt 元复数序组的空興（用任一种方式陚范，只 要能满 足赋范 线性空 间的公理〕， 
而设 B < Jf ) 如 g 题 1* 证明 B < x ) 中每一♦元*的灌至多由 ”个 S ® 组成 * 它们是些#么？ 

3»取 X "二 jL 2 ( — °°» °°》*假设 I 并设 M 是~=-个乘法算子 * 它将/€ L 变为沪 A 证 明財是 
上有界线性算乎并悬 M 的谱等于 f 的本性值域（第3章习题 19 X 

4, f 上的移位算子的谱是#么？（关 于定炱 请参看17, 20节 -) 

5, 证明巴拿赫代数中的理想其闭包仍是一个理想 ■ 

6. 若 x 是紧豪斯多夫空间，试找出 ax 》 中的壹体极大理想 ■ 

7. 假设 A 是一个具有单位元的交换 B 拿_代数,它由单个元索 I 生成*也就是说 I 的多项式在 A 中稠密►证 
明的余集是平爾上的一个连通 子集. 提示：若 A “( z ), 则存在多項式 P , 使得在八中有 

( jc 一 W 1 . 证明 P fl (霉) — 广爾于 $6® (: r ) —致地成立 * 

3•假设 I c s |< oo ,/ Cz > = ^ 对每个② € P 有 I /W 1> 0 ,且 1//^> ^ t 证明 


2 ' «« 1 <叫 

§, ^明巴傘赫代 SPOT ) (见瓤1&节）的闭线 性子空 闺当旦&当它是一个理想时 * 是平移不变的. 
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10. 证明 LKT) 的乘法按 

</*#)(#) =去 J fir — s ) gis)ds 

定义財是一个(没有单俊元的》交换巴拿赫代数.如定理943—样，找出 LHD 的全体复 同态. 如果£是 I 

个整数榘且4是对靳有的轉€£， }Xit) = 0 的全体酌集， 证明 是 ZJCD 的闭 理想 . iEm V (T> 

的每个闭理想都可按这一方式得®, 

11. 具有单位元 i 的 O 拿赫代 数屮的元素 I 的顸解式及 <A, d 定义为 

jR < Aix ) = (M — x)~ l * 

它对所有便这个遒元索存在的复数 A 定义.现明値等式 

R ( k ^ x ) — Rifjttx } = (fi — X ) R ( A ) R ( fi ) * 

并用它给出定理 IS. 5 的另一种证明 - 

12. 儀 A 是具有申位元齣交换 巴拿赫 代数， A 的根式定义为 A 的全体极大理想之交，诳明关于元素下 
述三个命题是等价的. 

(a) z 属宁爲的根式. 

< b > lim || II 

(c) 对于 A 的毎个复同态 A ， Mx>-0, 

13. 在巴拿赫代数 A 中，找趟一个元素 M 例如， 粉尔 伯特空间上的一个有界线性算子）使得对廣有《> 0 ，^# 0 ， 

但 I 吒 II # II 

14. 如'^16节一样，假设 A 是具有单位元的交换巴拿赫代数，而△是 A 的全体复同态 的集. 对每个 i €A， 
由公式 

i ( h ) — h ( x ) ih 6 

对应有4上的函败^， i 称为 z 的盖:尔范徳变换 * 

证明映射是 A 上 的复函 数所组成的关于点态乘法运算的代 数乂上 的—个同态.在关于 A 的什么 

条件下，这个_态是一个同构？ （ 参蓍习题12, ) 

证明 i# 半径〆 d 等丁― 

II i|L = ^p{\ i<h) h 4 € 

证明 i 的值域恰好是谱^ 
15 设 A 是一个没有单位元的交换巴韋赫代数，又设咸是所有序对(二 AK 这麗 i€A t ；!是复数）的代数，其 

加法和雜按，⑽'，減定义， a II A> II ^ 1^11 + I A I . 证明 A 是具 有轉獅交换巴拿赫代 
数.并且映射 0) 是 A 到轟，的一个极大理想上的等距I 司构. 这是一个没有单位元的代数到一个具 

有单位元的代数的标准的嵌人_ ^ 

证明 IT 对于上确界范数及点态的加法和乘法是一个交换巴拿赫 代数. 当1 丨 < L 时映射 /— 八。是 H 

的一个复同态，证明一定还有其他_复同态 * 

17,麗明所有函数 G — 1> 2 /的集是^内的一 个離闭 的理想 s 这厘提示 1 当丨：丨夂 1 ，时， 

I (1 — £”（1 +« — — （1 _龙） l < C - 

復假设史是一个_数，证明 ㈣斥們是 『關理想. 换言之，证明翁 fT 的序剛/山使得私1 
在 U 上一致成立*则 


_ 






第 19 章全纯傅里叶变换 


引言 

m 在第9章，I? 1 上的函数/的傅里叶变换定义为尺 ] 上的一个函 数}； 通常/能开拓为 

在平面上某区域内全纯的函数*例如，若 = 则 >( x ) p ( l + P ) \是一个有理函 

数.这并不会太奇怪.因为对每个实数梭的整函数，于是人们自然期操在/满足某 

些条件下，/将在某个区域内全纯. 

我们将推逑用这种方法引_的两类全纯函数. 

对于第一类,俄 F 是 m) 的任意一个函数，它在（一 oo, 0) 上为零.（也就是说， 
取 F6L 2 (0, oo) t ) 并定义 

fiz) = jjFa)e fe ^df n 4 ), (1) 

此处 il + 为 y >0 的所有之 + 0 的集.若 卿 j I P I 这表明积分 < 〗 ） 作为勒贝 

格积分存在. 

若 Imd 且则控制收敛定理表明 

lim [ | eKpCii^,,) 一 exp(il^) I = 0. 

因为被积函数以 L 1 -函数 4exp(— 2激）为界，并且对每个 f>0, 它是趋于0的，因此由施瓦茨不等 

式推出/在 If 内连续•富比尼定理和柯西定理表_*对矿内每一条闭路径 y，f/Q)tk = 0 •由奠累 

拉定理，/€ HUT). 

让我 {H 改写 （1) 为如下形式： 

/(x 十 b0 = l"F(t)e^ e ilT di, (2) 

ffiy 看或是■定的，并应用 Pltmeherd 定理. 对每个： y >0* 我们得_ 

J-J" 1 fU + iy ) | 2 dr=|J I Fit ) | 2 e，cfeC 1 F (0 \ z dL ⑶ 

(注 意， 这里 KJ 符号与第 9 章的不同.那里基本的测魔是勒 ffl 格测度除以戲处我们 

用的正好是勒贝格測度，这说_了（3)内出现的因子 &-> 这就 表明; 

( a ) 若/属子形式 （ 1 ) ,則/在 U + 内全纯，且它们在 n + 的水平线上的限制构成了 
U < ^ OO , OO ) 内一个有界集 - 
第二类由所有形如 

f(z) = J 二 F ( 0 ?， ⑷ 
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的/组成.此处 0 < A < co 且 A , A ). 这些函数/是整函数(证明同上），并且它们满 
足增长 条件： 

I fU) 1< P I Fit) I eidf < WT I F(() 1 dL (5) 

J — 義 J -A 

若 C 是最后一个积分，则 COq , 且由（ 5 )可推出 

I f(z) go 編， （6) 

(满足 （ 6 ) 的整函数称为指教型的 .） 因而： 

( fc ) 每个属于 （4) 型的/都是渫足【6)的整函教，且它们在实轴上的限制属于 L 2 (由 
Plancherel 定理), 

值得注意的是 （ a ) 和 （ W 的逆仍真*这是定理 2 及定理 19 _ 3 的内容. 

Paley 和 Wiener 的两个定理 

19.2 定理假设/6 HOT ) 及 

sup — [ I /( j : + \ y ) \ z dx — C < Co €3 f 
e < y <^ ^ 

則存在 FfLHO , oo ) f 使得 

f(z} = jjF(i)e^dl (z e It). 

且 

I Fit) \ z dt — C * 

^ 我们寻求的函数 F 具有这样的性貭，它使 /( JT + bO 是 _ 的傅里叶变换（我 
们把; y 视为一个正的常教） • 应用反演公武 ( 这样做正确与否不是主要的*我们是在尝 
试51导出下面的证明），所求的 F 应当具有形式 

Fit) ^ e ly - f(x + ly)e~' tJt dx ^ iJ/U)e — 血 ⑷ 

最后的积分是沿内一条水平直线的，并且当这一推理究全正确时，这个积分将不 
依赖于我们偶然选取的特殊直线 * 这暗母应去求助于材西定理 - 

证明雨定: y，0<^<oo . 对每个 ci >0, 令 r •为顶点在土 crH 及士③十綹的长方形路径_ 
由柯西定理 

f f ( z}^ hx dz - 0, <5) 

我们仅考虑 t 的实数值 ■令 紙帅 沿到 #+ iyC 择为实数）的直线区间的积分 * 
着 y < l ， 令卜[: y ， 1]，着 1〈2，令1 = [1， ： y ]， 则 

I #g» l £ = |j ,/ (計 (63 

<丁, 1 \^iu e 2 m du . 


( 1 ) 

( 2 > 

C 3) 



令 
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A ip) = 」『 I f (計 iu) I Mu , (7) 

由富比尼定理. （1) 式表明 

A(0)dfi^ On (I). (B) 

因此存在序列 kj ， 使得并且 

A 《 i 3 Ej )+ A 《 — aj ) 0 (j oo ). (9) 

由 <6), 这蕴涵着当时， 

#( of /) —^ Of 0( — ^ 0* (10) 

注意，对每个 I 这个式子都成直，且序列}不依赖于 t 
定义 

gj(^fO ^ ' f ( x -\- iy )^ Hx djc f (11) 

则由 （5) 和 （10) 推导出 

lim [ eU 3 M > — , l )]= 0 (— 00 < £ < °°). (1忿> 

记 /( 文 + b ) 为由假设 A € L 2 ( — 00 )，且 Plancheid 定理断言 

! ini [ I fjfit } — gjiytt ) | 2 d £ — 0, (13) 

j 邊 ■euaj ——m 


此 处九是 A 的傅皇叶变换 + 因此彳幻（3， f )} 有一个子序列，对几乎所有的^点态收敛于 
/ 〆 £)(定理 3* 12), 如果我们定义 


Fit) - 

那么， 由 《 12) 即得 

;e 1 ft(t)f 

(14) 

Fit) = 


(15) 

注意 （ 14) 不包含 > 且 （ 15) 对 每个 :^6(0, ^ 

) 成立， Plaaeherd 定理能虚用于 （15); 


P e_ ㈣ 1 Fit} l a di^ 

r l fAO | 4 di 


J ...^ 

J —DO 

(16) 


=异广 I f y U) | z cU<C 

ifCJ -« 


令 y#oo ，（ 16) 表明在 （一 co, 0)1 肉几乎处处有 F(l)=0 - 
令 : T^O, C 16> 表明 

^ I Fit ) (17) 

现由 《15) 得出，： y >0 时， h & V , 因此憲理 9* 14 给出 

/々）= J 二 f y U > e^dt < 1S > 

或 

fiz) = rFit)e^e iix ii ^「 V (，) ek*dl (z e B ^) - (W 



这就是 （2), 现在由 （17) 及公式 19. 1(3) 得 HJ (3). _ 

19,3憲理假设 A 和 C 是正的常教，/是一个整函数，使得对所有之 

I fiz ) |< Ce Ai| , (1) 

I f ( x ) \ z dx <^>, (2) 

则存在一个 FEL Z (— A，A) 使得对所有的： 

fiz) - r F(t)^6L <3) 

J-A 

证明对^>0及实数 i 令 / 4 (z> = /U)e ，我们将证嘆 

limp f ^ c^dx - 0 (f 是实数， (4) 

J —On 

因为当 e —0 时， |j /* —Planeherd 定理蕴涵着在 L 2 内 i； 的傅里叶变换收敛于 / 
的傅里叶变换 R I更确切一点，是/在 实轴上 _限制 * ) 因此，由 U) 将推出 F 在! ：一A，A] 外 
为零.这样，定理 9. 14表明（3>对几乎每一个实数 z 都成立 * 由于 （3) 齣每一 边都是整函数， 
便得出 （3) 对每一个复数 z 成立. 

这样，<4〉蕴涵着本定理 • 

对每一实数…设 r； 是由 

r 山 ） =花 1 * (0 < ^ < ™> 

定义的路径、令 

£[ v --- {tjp； > A} ， 

并且，当议，6艮时，定义 

『 「w 

0 (w) 口 丨 f (z)& ilz ^ s 111 f (5€* d )6xpC ^ c ) di\ 

■ Jr . J 0 

由 （1) 和 （5), 被积函数的绝对值最多是 

Cexp {— [Re(we m ) ^ Ajs} . 

由此得出（如在19,1节一洋） , 氣在半平面几内全纯， 

然进一步当 a = 0 及 f ie 时也是正确的：我11有 

4>a (w) = j fCx)^ x dx (R 讎： >0 )， 

氤 （您） 「 fU ) e^dx ( Re ^<0). 

J —M> 

因为 （2>, # 。及氣在所指定_半平面是全纯翁， 

函数 也対于 ( 4 )的意义，在于下述容易 验证的 关系： 

「 f t ( x ) e^ ux dx ^ + «) — ^(―€ I il> “为实数）- 

J 一》 

因此我们要证明，若亡和 /<— At 则当0时， (10) 她右边趋千零. 

我们的证明，将通过证明任意两个函数也在它们的定义域交集内是相同齡，也就是说， 
它们是彼此的解析 魅拓- 一旦做了这一点， 我钔 就能在£<一為时躍壶 f ， 観 t > A _- 用巾-音 


(5) 

( 6 ) 

(7> 

⑻ 

⑼ 

(10) 
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来代替中的屯和屯.園此当时. （10 ) 式右边_羞趋于0就是很明显的了. 


这样，假设 0<^— 々 <11：. 

令 





r 2 

3^ ^ COb 〜一 ；> ()• 

(11) 

若 to 二 i w 1 e-), 则 


Re(we iffl ) - 

=^ I w I — R«(TOe r ), 

(12) 

于 是一旦 I uH 〉 A/g ， 

就有 

w£l7 a fur，- 

考虑沿由 r(f) = re% 圆孤 r 的积分 




I 

f(z)^ x dz t 

r 

(13) 

由于 






R€ (— mz) — ^1 w | rcos(f — y) ^ t tv j fj ， 

(14) 


(13)_的被积函数的绝对值不会超过 

Cexp { (A — | w I iy ) r }. 

若 1 w 丨 > A / ? , 便得出当广 - oo 时， （13) 趋于0_ 

我们现在应用柯麵定理‘ 滑区间[0， r ’] 的綱分等于 （ 与沿 [ Cl ， 的积分之 

_• _于当 eoo 时， （ IS ) 趋千0,我们最终得出，若 | 扣 I 6吻和丨 w 丨 > A / p 则有 
屯 ( w )=#>( w ), 这样，定理 10. 表明氣及％在它们原来定义的半平面的交集内重合 • 

这就完成了证明. B 

评注上述两个证明每一个都依靠柯西定理的一个典型的应用.在定理 19.2* 我们 

用沿另一水平线的枳分代替沿一水平线的积分来证明 19. 2(15>不依赖于 p 在定理19»3用另_ 
一条射线代替一条射线用以构成解析 延拓. 这个结果确实表明这些函数屯都是 一个在 
[一 Ai , Af ] 的余集内全纯的函数虫的限制. 

在定理 19. 2中所描述_函数类是在第17章讨论的 H 3 类的半平調类似物.定理 19. 3将用 
于当茹 E - 卡尔曼定理(定理 1G . H ) 衡证明1 

拟 解析类 

19.5 若 i 7 是一个区域且為6仏这时每一个 /6 H ( I 3) 是由数 /( ㉝ ）， 广 (％)…唯 
一确定的，另一方面，存在上的无限次可微函数，它不恒等于零，但在某个区间上为零 • 这样， 

我们在此得囊全纯函数具有油丽在 d 在尺 1 所有无限次可微的复函数类)不成立的唯一性性质. 

若序列 { 丨办> 丨 } 的增长，将受到定理10^6的限制.因此有理由_，上 

述的唯一性性质，是否对 c ® 中导数的增长遵守某些限制的函数组成适当的子类仍然成兄？这 

就是作出下列定义的动机.问题的答案由定理 19 . 11 给出. 

X 9, 6 C { AO 类设 Mi * M ” M |, …是正数’我 fll 令 C 彳風< } 为所有 C ，并满足下 

列不等式的类 

||D W /IU (n - 0,1,2,-). 

此处 D °/=/, 时， D ffl / 是/ 的”謙 导数’范数是在尺 1 上的上确界范数， 而办和 是 
1 E 的常数〔依赖于/，但不依赖 
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若/满 E ( l )， 则 

lim sup { 11 Dn J l|ro < B y , (2) 

这表明是比 办更 有意义的量.然而，若在 (1) 内省略棹办，则场合将推出 II /1 U < 
i %. 这是一个不希蟹有的 限制. 而包 括办在 内就使成为-向量 空闻. 

每一个 aMJ 在仿射变换下是不 变的， 更明确地说，假设 / eC { R } 及 gU)=/(ax + 6 )， 
则茗满足⑴， 弁有札=和及 l = aB f + 

在研究时，我们将对序列作抛两个补充假设： 

M 0 = U (3) 

M a 2 ^ M^iM^i (H = 1*2 争 3,…）. （ 4 》 

假设 ( 4 ) 也可以表示为这样的形式. ■ 《 hgM „} 是 一个* 序列. 

这些假设将简化我们某些工作_并且也不会丧失一般性* 《可 以证明 * 每一类 C { MJ 是等 
于某—类 C { MJ , 其中满足(3>和(4)， 不过我们不打 算这样做-> 

下歹! I 结果说明（3>及(4)的作用. 

19.7 定理每个 CiMJ 关于点态乘法是一个代数. 

证明假设/和 leaMj ， 監戶” b ” a 及馬为 对应齡 常数.微分乘积法则表明 

DH / g ^ = En (D "/) * ⑴ 


晒此 

I D^ifg) 1<_ 自 广佩 (2) 

将 { logMJ 的凸性与賊结合起来，就得出对于 0< i < 〜有因此，由（2)， 
二项式定理导出 

II tr ( fg ) IU U = Ll’K ⑶ 


19.8 定义 若条件 


/ e C { MJ ，（ JD "/> ⑻ = o (n = 0 山 2 •…) 


⑴ 


能推出 /( d = 0 对所有圮成立，则称类 C ( M H } 为拟解析的- 

OJYK 0) 用 （ D a / KjroMt 替时， 对于任何绘定 W 点办，这个定殳的内容当然不会改变. 
園此拟解析类是具有我们在^ 6 节陈述的唯一性性质的函数类的一神.这®类中之一与 

全纯函数密切棚关- 


19* 9定理 类 C un 由所有这样的 f 组成， f 对应有 
\ tixviz ) ] <#定义的帶形域灼能开拓海有界全纯函数 ■ 


个改> G , 使得/在由 


因此， Ck ! } 是一个拟解析类* ' . … 

证明假设 / eH ( n ), 且对所有 I / u ) 丨 <菸这里^由具有 I j I 的所有 

怎二无 + b 组成.由定理1126得出》对所有实数工 
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! CD'/Xx) | < pd~ n n T in = 0,1,2, — ). 

因此， / 在实轴上的限制属于 CU!h 

相反，假设/定义在 实轴上 f 且 /6 C 恤！丨，换言之 

II D n f || „ ^pB n n\ (n = 0 ， 1 ， 2 ，“.)， 

我们断言表示式 

I»-«S m * 

对所有 S 当 a —B -iCarCa + B - 1 时是正确的.由泰勒公式重复进行分部积分得出 

/(X) 


⑴ 


⑵ 


(3) 


^(Em^U-ay 

J - 


(n- 1)1J 


由 （2> 式:知 （4) 中最后一项(余项）被 


( x-tr l ( DY )(! 地 


r ^ B n j J O I j 3 | 一 1 11 

所控制 * 如果 I B ( x ^- a ) I <11 1 ^ n — oo 时 t 它就趙于0，从 [ M 得出 （3》 式. 

我们现在能在 (3) 式内用满足丨 z — “ I <1 /B M 任何一个复数 z 来代替这就在中心为 
半径为 1/ B 的圆盘内定义了…1"全_函数 并旦当 x 是实数，而丨 x — ®|<1/ S 时， 
FsU y = f (^ y t 因此不園齡議数&都是 讓弗的 柝延拓，它们在带形域！ > I <〗/ B 两构成/ 
的全纯开拓. 

若 00<1/ B •且 z=^u+ly, | y I <3，则 


(4) 


(5) 


Fiz) 丨 =1 F» I 


s 


ar/)(a) 

符！ 


( b )" 


02 CB<I>< ^ 

_ 轉 & _ 

这表明 F 在带形域 I y 丨 <各内有界，并完成了证明 * ■ 

19*10 定理类是拟解 析的. 傷且仪 S CtMJ 不包含具有紧支集的非平凡函数 ■ 
证明 若 CfMJ 是拟解析的， /£ C { M ]， 且/有紧支集，则/和它的所有导数显然在某 
点为零.因此对所有 / Cx )=0. 

若 C { MJ 不是拟解析的，则存在一个 /€ C { M „ }， 使 得对？ i =0 f h 2,…， （ O */) ⑼；0, 
但对某个办，/《為》# 0. 我们可以假 定為〉 良若对令息 U ) = / U ) i 对/ <0,令 
g ( x )^0 f 则 g € C { M 上令 D = 為一文)*由定理19丄 k ^ C { M n ), 同样，若工<0 

和 x >2 為， 则 h (忑 )=0. 但 M 鞠）因此， fc 是 C { Mj _ —个具有紧支集的#平凡 

元素. * 

我们现在完成了关于拟解析类基本定理的预备工作* 


裏茹瓦-卡尔曼定理 

19. n 定理设队匕1，对 j ^ l ， 2，3…， f 且对方>0 


13781 


|W5| 
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Hoi 


注如果当时，十分迅速 t 那么盡 时， Q ( JC ) 会慢慢地趋向无穷. 
这五个条件，以它们自己的方式说明， oo 是很迅达的，同时注意 Q ( jc )>1 和 
这样， (b ), ( e ) 内的租分恒有 定义. 可能对某些 z < oo 出现 Q ( x > = «^ 在 
这种情况下，积分 （b) 是 + oo, 并且定理断言€：{1^丨是拉解析的. 

若 = M U 因此 （ e ) 被破坏了.这时定理就断言， CU !} 是拟解 

析的，与定理119 一致. 

证明 [( a ) 推出 （10] 假设不是拟解析的，则 C{M W } 包含一个具有紧支集的非平 
凡函数（定理19, 10). 通过对变董的一个仿射变换给出一个函数 FeC{M^ T 它在某区间 [Ch 
A]|% 具有支集，使得 

|1 ITF < 2，乳 in ^ 0*1 ,2,…）， ⑴ 

并使得 F 不恒等于零，定义 


fiz) 


F(t)e lt£ dt 


和 




( 2 ) 


<3) 


则/是整 函数. 若 (2) 内被积函数的绝对値最多是丨 F ( f ) ; . 于是，/在上李平面有 
因 此发在 1/内有界.同时， g 在卩上，除点⑽^ 一 1外连续-園为/不恒等于 0( 由傅里叶 
变换的唯一性定理）， g 也不恒等于0，定理〖5.1§表明 

log | gi^y I d# >— ⑷ 

^ x = iCl - e ie )/a + e ^)- tanCtf / 2 ) t 则 cW = 2 ( l ~ Kr z ) _1 Ar _ 于是⑷与 

去 { log I fix) I - >— oo (5) 

相同.另一方面，由于 F 和它的各阶导数在 0 及 A 为零， （2) 的分部积分给出 


QU)= S 訖，咖 ) = 激£， 

则下列五个条件中的任何一个可推出其余 印个； 

( a ) 是拟解析的. 

(t>) £ logQ(x) <°°- 

<e) j" logq(x) < 00 . 

Jo 1 + x 


oo 

V 


L 

II- 

J_M n 

/l\ 


V 


mim 

sdsEi 

) ) 
d 6 

c /i\ 
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现在由 （1) 和 （6) 得出 


f(z} - (i^)- n |\D"F)(Oe^dl ( 怎 # 0). 

x H fU ) |<2-* AM m Or 为实数 m = 0，1，2,…）， 


Q<x> I fU) I = 2 〆 1 L U} 1 <2A U>0), (8) 

且 （5) 及 （8> 推出 （b) 成立. ■ 

证明 [( b ) 推出 （ e ) ] q ( xXQU ). ■ 

证明 [( c ) 推出 （ d )] 令〜 自 M c = l 和 ， 容昜验证对? t >0» 有 
■卜若: r > ea H ，则 T 于是 


logg(x) > log ^ir- > loge n 


國此，对每一个 INT 


? 「 logg(x) • 与 > + e (N+ i)a：' 2 dx 


这表明 （e ) 推出 （ d ). 

证明 [< d ) 推出 （ e > ] 令 


竞 „ ( 1 — 丄 )+ ^±i =2 士 


(n ~ i，2 ，3,… > ， 


剛…，并且 若如上 所逑，我们便有 

( a n X a Y < M ft * A 山 …; U = 1. 

这样， X „< l / u m 和 Sl/A _ 收敛性可推出 2 A rt 收敛 * 

证明 [( e ) 推由 Ca)] 现在 假设其中; L 由（11>给出，我们断舌函数 

，… fsmz ^ - i^r sinA ^ 


是一个不恒等于 0 的指数型整函数，满足不等式 

1 afu 、 |<M *(^) 2 U 为实数』= CUl4 •…） • 

首先注意 1—tT'ingr 在原点具有零点_因此，存在一个常数匕使得 


于是得出 


从而级数 


! ^ EM ^ B | z 

z 




(U 1 < 1 ) 
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iinX„z 1 
\ 


(I?) 


在紧集上一致收敛.（注意，因为 SA r < c ^, 所以当 ti — oo 时，1/夂 ) 因此无穷乘积 （13) 定 
义一个不恒等于零的整函数 /. 

其次，恒等式 



香£，由 


( 18 ) 


(19) 


表明，若 + 则 I | ! ^ 1 * 因此 

« 

I fM |< e Akl $*A = 2+；2 L 

j*=i 

对实数 x * 我11有丨丨< I x | ，及 1 sinr | <1 -因此 

卜， ) i<i,M(^) J n|^| 

这就给出了 （14). 积分(14)，便得到 

丄[ | x */( x ) | ^ Mi (jl ~ 0 *i ?2 f ##4 ). 

7 C J — es * 

我们已证明出 / 满足定理 H 3 的假设 * /的傅里叶变换 

Fit ) = i~r / U ) e'^dx 0为实数) 

^TCJ — » 

圓此是不恒等于零的、具有紧支集的 函数. 由<21)知 FgC 5 % 并且反复应厕定理1 2( f ), 便 


( 20 ) 


( 21 ) 


( 22 ) 


得到 

( D k F )(0 - ^ \ X (- hc ) k f { x ) e -^ dx . (23) 

2 tcJ -eio 

因此，由 （21), It D\F 它表明 FeC { M s }* 

因此 C { M « K $ 是拟解析的，证嚷完毕. ■ 


习题 

L 假设/是指数型的整函数，凰 

^y) = | I /(jc + iy) I ^ dx. 

证明或者对鱗有实数> 或者对所有实数 h 证明 如果史 是有界函数，则/ = 0 ‘ 

2 , 假设/是指数型的整函数，使得/在两条_平衧直_上的限制属予证明/二 0 ， 

3. 假设 / 是指数型的整泌数，它在两条非平行亘线上的限制是有羿鹼 - 证明 / 是 常数 . （应用第 U 章习 


M 9. 


4 . 瑕设 / 是整 闲数. I /Cz) I <Cexp(A I 幻 ）， 且 /U)=S 4 H f ，令 


0( w ) 


齜明 T 当 I >A 时，级数收敛，若 JXO-CA + Je 1 % 霣，则 
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并且少就是定 a 19 的 it 明中出现的函数（也可参看第 19. 4节）. 

5. 假设/满足定理 19. 2的假设，证明柯西公式 


1 r«s 


fcg+ Ig) 

IH - it~ z 


df 


(0 C € < y) 


成立,此处 d + i > 证明 

广⑴二 lim/(x + iy ) 

对几乎所有 X 存在 • r 与定羅 19- 2出现的函数 F 之间有什么关系？若在 r ) 中令£ = {)，且在被积阐数屮 
用 r 代替 /* r ) 是否®然正 

6, 脛设⑴）且 r > o - 证_»当且仅当 

H - 1 — ⑴ rfr >- 00 

时*存*一个/, I /1 〜 使得/的傅■时变換在半直线上 为零. 提示 * 細习题5 —样， 考虑 r ，此处 

7, 设/是乎面内闭集£：上的复 函数. 证明下列关于/的两个条件等价： 

U ) 存在开集 H 3 E 和一个函数 F € H (0>， 使得对 F ( z )=- f ( z ). 

a ) 对每一个乂£,对应有邻域 K 和一个函数 l € H ( V a >， 使得在 KflE 内， RU > = / U ) J 它的一 
种特殊情形已在定理 l 9 jfE 明 


8 . 证明 C { n !}= C {^}. 


9. 证明存在比 CUU 大的拟解析类+ 

10, 如在定理 19. 11 证明中一样， 令為： _ M H — 取踟 6 CU 把），且定义 


g ,< jr ) 二 (2 AJ -1 j '_" g ^ iU-Odi (n = 1*2,3，”0. 

直接话明（不用傅里叶变换或全纯函数）办是一个函数，它证明了定理 19. 11 推出以 

任费选#阶这一点是方便 的）* 

11. 找出 函数穿 GCT ® — 个 明显的 公式.这个函数的支集在[一 2, 2] 内 t 并且一 1<1<1时. f U )= l . 

12. ffi 閿对 于每… t ■号数麪判都对应有一个涵数 /€ C % 使得当厂0, 1，2,… ( IT / XO )-^. 

提 示：设 f 为习 題11 中所述，若 = g ,( x >=^>(- r>，fi 

fAx ) = ^ f { X a x )， 

则对于 hO , …， n - U 当; U 充分大时， 11 & f ,\ U <2~\ 取 / : S /，， 


13. 构造一个函数 / t ( T ， 使幕级数 


aa> 

s 

11 ^ & 


mp - lu-ar 

n] 


对每个 a 都有 0 收敛半径，提示 t 令 

OL' 

fit } = ^ 

—J 

K 中 Ud 和 U *) 是 IE 数賴，选择得使2以<°° 对 fO . 1，…都成立，并使 U : 增大得非常迅逮， 
要比级数 S ^ A ! 中其余所有苒項之和大得多， 
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例如，今 c*=Ars 并选 u *} 使 

h > S 2 和; U > iP . 

j-i 

14. 假设 C{MJ 楚拟 解析的 * /€ C { MJ , 并 且有无 穷多个 _ r €[0, l] t ® / U )-0. 这 能推出 #4 结论？ 

15, 设 X 是满足下喪条件的整函数/组成的向鱼空间，存在 C < m ■使 | / U ) I CC ^ 1 * 1 ,并且它在实轴上的 
限制属于 L 2 . 将每个对 应于它 在整数集上的限制.证明是 X 到上的一一^錢性映射， 

16* 假定/是 «UlW 可函数，对所有 a I fix ) I 证明它的傅里叶变换 > 不能有紧支集< 

[3851 除非 /<j>=Oa.€« 



第 20 章用多项式一致逼近 


引言 

20.1 设 IT 是复平面内紧集 K 的内部，（依麗定义， K & 是所有 K 的开圆盘子集的并》当 
然，即使 K 是非空的， iT 也可能是空集 .） 设 P ( K ) 表示所有在 K ± 是 z 的多项式的一致极限 
的函数集. 

#么函数 P ( K )? 

有两个必要条件立即引起注意:如果 feP ( K )， 则 /6 C ( K ) 和 /€ H ( JO _ 

问题提出来了，这些必要条件是否也是充分条件？当 K 分离平調时（换句话说，当 K 关于 
平面的余集是不连通时），画答是否定我们在 13* 8节曾看到过*另一方面，如果 K 是实 
轴上的区间（在这种情况 1^=0) t 则魏尔斯特拉斯逼近定理断言 

P ( K ) - C ( K ). 

当 K 是区间时，圓答是肯定的，龙袼定理也指出这个 方向， 園为它 说明， 对于不分离平面的 
紧集 K , P ( JO 至少包含所有能够全纯开拓到某个开集 XT 3 IC 的 / eC ( K ). 

在本章中，我们将证明梅尔格&定理.它说明假若 K 不分离乎調，那么，不需要再加任 
何多余的假设 * 上面提到的必要条件同样也是充分的. 

构成证明的主要组分是：铁策开拓定理，一个包含卷 ft 的光滑化过程，龙格定理和引 
理20, 2,其证明依赖第14章介翅的 y 类 i 的 性质. ® 

一 些引理 


20 # 2引理假设 D 是半径 r >0 的开圓盘 ， ECZDf E 是紧和连通的 ， = S 2 — E 是连通 
的，并且 E 的直径至少是 r , 则存在兩数萁和常教〜具有下述性质：若 

QC^tz) ^ g(z) + (f — if)gHz) t ⑴ 

則不等式 

! Q (?,^) \<~, ( 2 ) 


Q ( 0零> — 


< 


1000〆 

厂 -ff 


<3) 


对所有和所有成立 • 

我们國顾一下，穿是黎曼球面，而 E 的直径是数丨丨的上确界*其中 
和 h 6 

证明 不失一般性，假设 D 的中心在原点 * 于是 r )， 

定理 13*1] 的蕴涵式 （ d )—( b ) 说明了 13是单连通的 ■ (注意， ) 由黎 曼映射定理， 
因而有一个 U 到上的共形映射 F * 使’(0)=郎， F 有形如 
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F ( w ) = !十 V ) c w %/ w ( w 0 U ) 

M 展开式，我们定义 

g(z) = —F" 1 iz) (ze n), 
a 

其中是映 fl _ LT 上的， U 是 F 的逆映射，并 M 我们令 


(4> 

(5) 

⑹ 


其中 r 为圆心在 0, 半径为 r 购 IE 向圆周 + 

依照 （4) 式，定理14, 15 可用于 F / a . 它断定 < FA )< U ) 的余集的直径產多是 4, 所以 
dkmE ^4 \ a \ ,因为 diamE > r ， 續果是 


I a ^ 

园为 g 是 D 到 IKO ; 1/ | a 1 ) t 的共形映射，故 （7) 式表明 

I giz) ]< ^ (.Z 6 Q) t 


( 7 ) 

< 8 ) 


又画为 r 是0内的路径，长为 hr ， 所以 （6) 给出 

[h \ < Ar . 


若？ ei >, 则 i f I O ， 于是 （1), <8> 和 （9) 式蕴涵着 


I Q!< ± + 5 r (^)< 


100 


(9) 

( 10 ) 


这就证明了 O 式. 


固定 ？ea 

翁 Z 二 F( w)f 则叹 U ) (访） / q 又因为当时， wFiw)^a, 所以当_， 

因此 g 有展开式 




+ 


A 2 (£) 


；■ + 


hit ) 


X (z — f) 2 (s_p 


(I t 一？ i> 2 r)- 


设 n 是中心在 o 銷一个大圆周； （ iiK 依照柯西定理>绘出 


A 2 C p ™ I ^ iz — pgr (^) d ^ ^ b — ^ 


<11) 

( 12 ) 


将岛 （ p 的值代人 （11)， 则 （ U 表明函数 

^( z ) = [Q (雾，龙)- 定:士 | (,z — p 3 (13) 

当 oo 时有界.因此 P 在 ㈤ 有可去奇点，若 zeodD ， 则丨 I <2 r , 千是 （2) 和 （13) 


给出 


| 9 (z) |<8 r 3 I Q (【, 迄 ） l + 4 r 2 < lOOOr ^ 
由最大模定理，（14>对于所有 成立. 这便证明了 《)■ 


(14) 

■ 
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20. 3引理设 C 。 （及 2 ) 是所有具有紧支集的在全平面内連续可微的函数的空间， 


T ^ + l — y )^ 


則下迷“柯西公式” 成立： 


1 k Limn 


Cf = f+ if> 


⑵國 


证明这可由格林定理推得.値是，下面却是一个简单的直接址明： 

@ fir , m = f ( z + r ^), r >0, 0是实数.若 f == + re 、 链式法则给幽 


(5/)( r ) = 


a . i a j 

^7 十 7 巧 


\ pir ^ Q ), 


因此，（2>式右边等于积分 




当 r ^ O 时的极限. 

对于每一个 r > l 史是0的周期函数，周期为 2 tc . 于是 a 的积分为0，并且 (4) 变成 

—丄 \ zw d&r 丢「 V (以) 舰 ⑸ 

2nJn h 3 r InJ o 

当 e —0 时， f ( E , 扔一致地趋于 / GX 这就给出了 （2 X _ 

我们将使用在证明乌雷松引理时厨用的同样处置方式建立铁策开拓定理， W 为它完全是这 

个引理的直接推论 • 

■* 4铁策开拓定理假设 K 是局部紧豪斯多夫空间叉的紧子集.并且 /€ CCK )» 則存 
在一个函数 FeQ ( X )， 使得对所有满足 F < j ) = / U >. 

(像在鲁金定理中一样，我们也可以安搀得使 II F ^= 1 /U 

糖明假设/是实的， 一 1</<1.设 W 是具有紧闭包_开集，使得 KCW . 设 

K + = |jc e K| /(x) > y J »K"' = € K ： fix) J j t ⑴ 

则 K + 和 KT 是 W 的不相交的紧子集. 

作为乌雷松引理的推论，存在函数 /, ec f ( x ) 在 K + 满足在 K 上 = 


对所有并且/,的支集在 W 内. 因此， 

在 K 上，1/ 一 吾 I 在 X 上， (2) 

用/ 一 /i 代替/重复这一构造过程 ：存在 其支集在讲内，使得 

在 K 上 ’ I f~fi -U l< (jf» 在 X_t，I / z |< 士 • ⑶ 

按两样方法，我们得到其支集在厭内，使得 _ 

在 K ： 上，1 / — /i * — /« 1< (吾卜在 X 上 ，I /« 1< y * (y } ^ C 4) [389] 
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令 F=，+/ £ +/ 3 + …，由 （4) 式可知，这个级数在 K 上收敛于/，并且它在X上一致收 
敛.因此， F 是连续函数，同时， F 的支集在-内， a 


梅尔格良定理 


定理设 K 是乎面内的紧集，它的余集是连通的,若/是在 K 上连续 * 在 K 的内部 
全纯的复函數，并且則存在多项式 JP ， 对于所有怎6汉，满足丨/<怎）一 P < ar ) 丨 < e . 

若 k 的内部是空集，则假设部分无所谓满足的问题， 因而 结论对于所有 / ec ( K ) 成立， 
注意 K 不必是连通的. 

证明由铁策定理，/能开拓为一个在全平面内具有紧支集的连续函数，我们岡定这样的 
一个开拓，并且仍 M 为 /. 

对于任意化>0,设以鈐是 

I /(z g > — f(zO I 

的上确界，其屮 Zl 和為都满足条件丨 I 因为 /— 致连续，我们有 

= 0. ⑴ 

从现在起固定&我们将证_存在多项式尸，满足 

[ f{z} — P(^) I<C 10000cti(^) (: 6 K). C2) 

由 （1)， 这就证明了本定理. 

我们的第一个目标是构造一个函数使得对所有。满足 

| /( ar ) —伞(定） | ^ m {8} ^ (3》 

| (?#> W 丨 〈甲. ⑷ 


國 


并且 








[脊_ C 卜㈣， 

(5) 


其中X是所有在少的支集中与 K 的余集的距离不超过遂麹点的集.（因此，X不包食“深入 K 
中”的点3 


我们构造少作为/和一个光滑函数 A 的卷积，当 r > 谷时，令 ^ Kr ) = 0 ， B 
时，令 



并且对所有复数 A 定义 
很明显 AeCUK 2 ). 我们断言 


ACz) = a( \ z }). 



JJ 3 A = 0, 

R 7 


⑺ 

⑻ 

( 9 ) 
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J I a A | [ 



( 10 ) 


在 (6) 中调整常数使《8)能够 成立. （在极坐标中计算顧分 .） 國为 A 有紧支集，故（9>很易 


得到.为了计算 UD ), 像在弓 | 理亂3 _证明一样，用极臺标表示 a A , 并且注意到 
| 3 A / 3 r I ~a ir ). 

现在定义 

(ID 

( 12 ) 

乂当 I Cl > 备时， A (0= O , 所以由 （8) 猾出 （3). 因为 AeCXun ， A 的差商有界收敛于 A _ 
的櫥应的偏导数.因此, （11) 的最后一个表达式可以在积分号下求导 * 于是我们得到 

(B 0)(^) - jf ^ B A)(z~ p/(pdfd^ 

-|J/(5 ： -p{ 5 A)(r>d^^ ( 13 ) 

ft 1 


#(e) = |J/ (艺一 f)A(C)d$dq 
K 2 

因为 / WA 有紧支集，于是 # 也有，因为 


( 怎一 p/(p#d”. 


#(jt) 一 /( 驁 ）= jj[/(z - p - /(z)]A(f)dfd ”， 


=|j [_ f(.z — 0 — /( 之)] C 3 A ) (^) dfdj ^. 

最后—个等式依赖于 (9), 现在由 （10) 和 （13) 给出 <4 X 若用和中 y 代替5 #写出(13> 
式 # 则可看出中有達续偏导数.因此，应用引理 20*3 于少，并 S ， 如果我们能证明在 G 内 

其中 G 是所有与 K 的余集的距离超过遂的的集，81 么 （5) 便 成立. 我#3将通过 


证明 


#(:> = /(^) (z t © 


(14) 


来做到这一点_ 注意 》國为 /在 G 内全_,故在 G 内？ /= o . (我 m 记往3是柯西-黎曼算子， 
已在 1 L 1 节定义 *) 现在， 若沒 G , 则对于所有满足 I d <衣的 C * z C 在 K 的 内部. 由 （11) 
的第一个等式，调和函数的平均值性廣因此给出对所有 


少（寘） 


a(r) rdr f(z — rt^)d0 


2ic/(^)| a(r)rdr = /(^)J[a ^ f(z)^ 


(15) 


我们现在已经 怔明了 <3)、 (4> 和 （5) 式. 

X 的定义表明， X 是紧集 并且可以被有限个半径为2心圆心 不在 K 内的开圆盘，…, 
认所覆盖.园为穿一 K 是连通的，每一个的圆心可以被一条在 S 2 — K 内的多边形路径连 
到 co ‘ 结果是每一个认包含一个紧连通集心，其直径 M 少是 M ， 使得穿 一玛是连通的， 
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且 KD 螞=0， 

现在我们对 r =2 遂应用引理 20* 2. 存在函数(穸 一 EJ 和常数~，若 

QjC^sr) — gj(^) 4- (f — &j>gf ( 艺 ）* 

麵不等式 

50 


s \< 


d 




< 


4000 ^ 


「……^ -t\ 、 U—CP 

对所有氏和？成立* 

设幻是 EiU .，. U 艮的 余集，则0是包貪 K 的开集. 

令 对于 令馬 = ( XflA ) — （^ii … U 馬- ])■ 定义 

m^z) = Q/f^) ere x j9 z g m 


( 16 ) 

(i?) 

(18) 


m 


因为 


fc =：> = ^ Jc a 0 >( p j ?( 5 » z ) did ^ iz e a ). 


(19) 


( 20 ) 


<20 


< 22 ) 


Fiz ) - T ] 丄 （ b )( f 瑪 
j=t 1 

(16) 式表明 F 是函数 t 和尽！的有限线性组含. W 此 F € H ( ri ). 

由（20)、 (4) 和 （5), 我们有 

I F(z) -#(^) |< 尺％怎 ）一 ^r^| 姻 7 (怎 €獻 

注意到，如果和 sefi ， 不等式 U 7) 和（18> 当用 R 代替 a 时仍然正确.因为，若氏 
则对于某个 j , 并且 R ( t ， d 讀于所有成立. 

现在固定令？ = $ +严"，并且当0<铋时用 （1?) 式，当妨时用 （ iS ) 式来估计 
(22) 式中的被积函数.可以看出 （22) 式的积分小于 

(23) 


2 k (学.丄)/°却年 808 it 衣 


与 


2買厂 

J « 


4000^ 

〆 


pdp — 2000«^ 


( 24 ) 


的和.这样， （22) 式导出 r 

| F(z) |< 6000^(^) U € ： 0)* (ZS3> 

闕为 F 6 WC 0)， KCH , 且穸 一 K 是连通的，蔚以龙格定理指出 F 可以在 K 上用多项式 

一致逼近》因此 （3) 和 (25) 证明 （2) 式可以成立 • 

这就完成了刪 . _ 

碰该指出这个证明的一个特色.我们要证明给定函数/是在 CCK ) 的闭子空闾 P (/ D 中. 
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( 我们用 20 . 1 节的术语我们的第一个步骤在于用中逼近/,但是这一步使我们趣出了 P(K) 
的范围，因为少是这样构造的，使得一般说来， 畓 不是在 K 的整个内部全纯的 . 因此 0 与 
P(K) 有正距离，然而， （ 25 ) 指出这个距离小于一个常数乘《 ( 幻 . （事实上，在证明该定邏之 
后，由 （ 3 ) 知道这个距离至多是以 5 ), 丽不是 6000 w a)+M 25 > 的证明依赖于不等式 （ 4 ) 和在 G 

内这两个事实 . 因为全 纯函数 p 被所刻画， （ 4 ) 可以看成是#与全纯函数离得并 
不太远，并且这个解释已被 ( 25 ) 所 a 实 . 


习题 


1. 推广梅尔格良定理到 — K 有有限个分 支齡情征明每一个在 K 内部全纯 _/€ C ( IO , 可以在 K 上用有 
理函数一致 逼近. 

2. 明习题1的结果不能推广到平面内任意紧集 K - 这可由详麵验证下麗酌例子证实.对于 

3,…，设 = 是 U 内不相交的开岡盘，它们的并V 在 U 内稠密 1 并满足 Sr B < o ^ 令 

K 设 r 和 a 是胳径 

F(r) = = a n 4- y N e u * 0^(^ 2^t 


并定义 


L(/) = J 2 J /(:)&(/€ C(K>). 

证明 L 是 e ( D 上一个有#线性泛函*证明对每一个极点在 K 外面的有理函数 K , LiR )= Q . 并证明存在 


/ eC ( K ), 使 L (/) 关 ！X 

3. 证明在证明引理20, 2时所构造的菡数 g 在满麗当3/⑺ —L 的全体托只⑽中’具笔嚴小的上: 
确界范数.（这就给出了引理证明的线索 .） 

同时证明在那个证明中6 = ^，因此不等式 | &丨 <4 r 可用|办| O 替换. 亊实上，*在集£:的凸包内， 





附录豪斯多夫极大性定理 

我们首先证明一个引理，当它与选择公理配合时，导出定理 4.21 韵一 个几乎自明韵 
证明. 

如果歹是一个集族，并且我们称#是萝的一个子链， 如果 少按集的包含关系是 
全序的+显然，这意味着若少及 Be 少，则不®就是 BCA . 少的并将被认为是少的 
全体成员之并. 

引理假设淨"是集 X 的一个非空的子集族，使得歹的每一个子链的并属于夢.假设茗是 
一个函数，使每一个 A 6 萝对应 f 一个集 |( A )€ 浞，满足 ACg ( A )， JLjrCA )— A 至多由一 
个元素 组成， 则存在 Agf ， 使 jf ( A ) = A , 

证明 固定称，的子族为塔，如果具有下述三个 性质； 

Ca) A,^3r\ 

( b ) 的每一个子链的并 属于# "+ 

( c ) 若 A 6 穸、则亦有 

所有塔的族是非空的 • 因为 * 若是所有 满足爲 CA _ A 6, 的族，则^^是 个塔. 

设，，是断有塔的交，则（容易证明) A 是塔，但 A 的真子族没有一个 是塔. 若则 
亦有证_月的思想是搨 出酽。 是^ r 的一个 子链. _ 

设 r 是所有这样一些免％的族， EP 对每一个 AG ,。， 或者 ACC 或者 CCA + 

对于每个 CGr , 貴 #( o 是所有满足 acc 或者貧 ( c ) ca 的 Ae 的族. 
r 以及每个 #(c ) 都明显满足性质國定 cer， 并假设 A6#(c>_ 我们需要证明 
g(A} 6 0(0, ^ A€ 0(0 ,就有三种爾能 $ 或者 ACC 而 A 尹 C’ 或者 A^C：， 或者〆 C)CA， 
若矗是 C 的真子集，则 C： 不能是 g(A) 的真子集，否则 g(A) — A 至少包含两个元素*因为 
cer, 所以 g(A)CC 若 A = C, 则磨 （ A ) = g(c ). 若貧 （ C)CA ， 因为 ACjf(A)， 则亦有 
总(0104).于是#為）6#<0,并旦我们证嚷了㈣ c) 是塔 + 现在的极小性蕴涵着对于 
每一个 cer , 0(0= 

换言之， 若 Ad Rcei \ 则不是 a [ c 就是 # c ) ca _ 但是，这也就是说 g ( c > er . 國 
此 r 是塔， 并且, a 的後小健表明 r = 萝。. 由 r 的定义立即知道是全序 

後八是穸❶的并.因为, e 满足性质 （ b >， Ae 沒 v 由性质 （ e )， 因为 a 是 

3 T q 的最大元及 AC ^( A )， 由此得出 A - gCA ). ■ 

定夂关于集 x 的一个选择函數是指一个函数/,它对 X 的每一个非空子集 E 都对 JS 于 

E 的一个元 素： /(£)€£. 

用非 IE 式语言来说，/对叉的每一个非空子集“选出”一个元素- 
选择公理 对于每一个集都存在一个选择 痴数. 

豪斯多夫极大性定理 每一个#空偏序集 P 有〜个极大全序子集. 

证明 设，是 p 的所有全序子集 的族. 因为 P 的每一个只由单一元素组成的子集是全序 
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集，所以夢是_空的.注意，任何全序集的链的并是全序的. 

设/是关于 P 的一个选择函数.谩,定义是在 A 的余集中满足 AUUIe ^ r 的 
所有$的集.如果 A *#0， 令 

g(A) = A U 

如果 A • = 0,令 g ( A ) = A . 

_ 由引理，至少有一 簧，使 A *=0, 而任何这样的 A 都是牙的一个极 大元， ■ 



注 释 


第1章 

关于 徽分觀 K 分的现代理论的第一本著作是勒贝格子1904年出版的碑 ns Fm ^ grattoii ". 

关 f 构建一种合适的积分理论掰迸行的單期尝试的光辉历史，可以参看 [42]®* 其中铜含有在关于简单齣 
集论概念被正式定义和被人们充分了解之前，甚至是第一流的数学家们 所遇到 的困难_有趣讨论* 

本书所提出的抽象稂分处編方武 * 是受 Sak s [2 S ] 所崖发 ft . 若用 0 〜环（公理 s 她果对所有 f = l，L 
3, 劣，删 DA , € 淠， 且烏 一息€潢 ，并 不要求太€货>取代代数，可以得_雙大_普遍性，但其 

代##_是使可测性定义变得更为*琐 T 这可以#看 [?] 的 1 S 节+在全部经典性的应用中，可测性或多 
或少是自动满 ifi 的.这就是我们选择以 a - 代数为基础的比较简单的测度论鐘理由. 

1,1111, 满的定义同 DX 1* 在 [7] 中、博甭尔集族被定义为由紧集生成-环 * 当空间不是紧时， 

这令集族比我们这里定义的要小一些. 

第2章 

2* 12节，鸟當松引埋通常的说法是;若 1 C , 和蘂正规豪斯多夫空阔 X 的两个互不相交的 闭集， 则存在 
夏上的一个连续函数，它在上等于0而在 K ! 上等于 1. 其 ® 明恰如本书所逑. 

2. 直4节*这个定理当】]时的原始形式是厂 RiesMl ⑽ 9 >作出_.关于其进一步_历史.可参看 
[5], pp . 373, 3 SCF 381 和 [12], PP . 134-135. 此处定理的陈述形式与[ I 2 ]中齡具有同样的费遍性+定理 
2. 14的证明中，对 X 的全体于集所定义的集函数户，由于它_可数次可加性（第一歩），而称为外_度_途一 
概念的系统探讨（由卡拉泰奥 多塱开 创的） W 参看[怒〕和 [281 

2. 20节.关于沿着更为古典的途抒直接构造勒贝格_度的情*可参看[幻]， C 3 S ], [ 2 §]_[ 53 ]. 

2 . 21 节.任意町数生成。 - 代数输势的■明可以在 [48] 的呼，13 3 134我到，它的势或者有限或 

者>^这一点，在做过第 L 章习題1之薦癍当是很淸楚的 ■ 

2.22 节，关于不可削集与在一个群的作用之下惻匣保持不变二者之_的关系这个论题 ， TOnNmimaim 
有一篇非常富有启发性的文章 s Zur allgemei»en Theork des Masses，F 闕 Ma 滅 .’ voi 13* pp * 
73-116,192^ 也可以参看 Halmos 发表在 Bull . Amer . Soc . (撕 8 年 5 月）专门介绍 vcm N 賴瞧 mi 的工 

作的特辑中的文章. 

124节. [28] , p . 11， 

2 JS 节. [28], p 75,对于勒贝格积分理论，还有另外一种由 DanieiKA 抓 Math . f vol 19, pp . 
2?9-294 t 1917-1918) 作出的，以正线性泛函的开拓为基础的处理方式 • 当应用于 CUAT ) 时它就导致这样一种结 
构，使得维塔利-卡拉泰奥多里定理上实质上转优为可 ㈣ 性的定义*参看[】 7 ]，关于完整的讨论可参看[ 1& ]. 
习顳 8* 这种现象的两种有趣的推广可以在 Armf . Math , Mmthly t yoI ^ 9 , pp . B 64-88 S * 1972 ( R . B . 

Kirk ) Hvd 4 91, pp , 564-566，1&®4 {R S , Cater ) 见到. 

习 Mil 速个例子 ft 现在 祕.，帕 1, 89, p , 160, 1奶 3 , R . E - Edwank &T A Til 棚 ry of Mad ⑽ 

Measures on Locally Compact Spae 钱 3 ^ 中 * 遗憾的是 [27] 中麝略了匕 F 的存在性 ’ 

SJR 18. [7], p * 231 1 由 DiftwkmM 最先作出- 


_ 


© 方括号内的 ft 宇参曹参考 文歒- 
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第3輋 

最普通的参考书是 [91 也叫以参看 [36] 的第1章. 

匀题 3 L FundamenmMath . + voL 1 (1§20> 包含有与附带性注解有关的 = 篇文章. 

习题7,这个问题的一个#常完整的回答诹于 A , Villanl 的 Amen Math , Monthly ^ voL 92» pp , 485 - 
487* 1985. 

习题 [28], P + 18. 当£取遍所有的正实数时，在所提示的证明中出现了珂测性的问题.这就是把 （ ii ) 
作为假獄的理由.参看 W , Walter , Am # r , Math . Monthly , yoL S 4 s pp , 118-119， i 9 H . 

习题 17. 0>)这一部分的第二种提示性证明由 W , P . Novkiger 发表千 Pr 犯 Amer , Math . vol 

34, pp , 627-628, 197 丄它也为 David H 泡 11 所发现 ■ 

习题 IS . 在概率论中，依瀏度收敛性是一个權自然的概念，参看 [7] 的第9章， 

第4章 

论及希尔怕特空间理论的书很多_ 我们 列* [6] 和 [24] 作为主要参考书，也可参看[ 5 ]、 [1?] 和 D 91 
傅 通叶级数 II 标准著作是 [361 作为比较简单的引论，可参看[101， [31], [43] 和[45]> 

勾题2,这就是所谓的格拉姆-施密特正交化过程 ■ 

习題 18,成为 X 中 酌元素 （在 R 1 上致极限的函数被称为概 周期函 教- 
第5章 

这方面的经典 莕作是 [2], 氡为近代的文献有 [5], [ U ] 和[24]，也可参看 [17] 和 [49]. 

5,7 节. 以测度论作为一方灞与 M 尔定埋作为另一方面之间的关系，在〔妨]中有一个详尽的讨论 ■ 

良11节.尽管存在连续函数，它的傅里叶级数在一个稠密 ft 集 JL 发散，但此发散点集的测度必须为认 
对 中的 S 有这是由 L ， Carle & onCActo . Math . voL 116, pp , 135-157 1 证明的 s 其证明被 

R , A , Hwit 推广到了 I /( T >(>>： L ) 的情况 * 见 [45]， 特别長其中第2章+ 

U 2 节. 关于表示测度的吃较深人的讨谂可参看醉:如 ger 的 Prac . Amer . 施氣 Soc . voL S , pp . 
[39 g ] 735-745, 1951 也胃参看[站]和 [52]. 

第6章 

6. 3 节.常数 1 A 姓最盱的可能值，参看 k P. Kaufman 和 N. W. Rickert* Bull. Am^r. Math. S&c. » 
vol . 72, pp , 672-676, 1966, 和篆 W . Bledsoe , Am ^ r . M 滅. 施祕 ly , voL 77* pp , 180-1 S 2, 1970 《一种 

较简单的处理 h 

10 节 * von Newma 舰的证明见于他的论文 t On Riogs of Operators ， 皿， Ann , Math , , voL 41, pp , 

91161， 1940 的关子拥度论一节，参看该文的 PP . 124-130， 

15 节 . # CL 1 〉’ 的 现象由 I * T . Shwartz 'ft Proc . Amer , Math , Soc. ， voL 2, pp , 270-275, 

1951 ，以及 H* W* Etlis 与 D. O, Snow |E Csn^ 施成 BuiL , voL pp. 腿 3 中讨论过，也可 

参看[7]， P. 131 和 [28] t P . 36 + 

6*0 节. 定理 2* 14 的参考文献此处闻样适用 ■ 

习題詉参看[17]， p . 43- 

习龎 HHsl . 参看 [3 S ]， vd * I ， ！>■ Ml 

第7章 

D 节.这个简单的*盖引理看来第一次組现在于遍历定理的论文中- Ma * A+ J . V0L 5 
pp . 1-18, 1939). 覆盖引理在傲分理论中起着中心的作用.参看[⑽]和[幻]，一个详细納 itt 论風 Ol ]- 

1 4节■极大函数是由 Hardy 和 Uttlewwd 在 AdsMirtf voL 54 , pp _ 81 116首先引人的.那篇论文也 
包含了定理 8. 18、 11*25( W 和 17. 11的证明. 

f *21 节.同样的结论也 filil 在某些较弱的親设下得到，参看定理 2 S 0-264 注意*定理 7. 21的证 
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明用 _/61 右导数 的存在性和可 积性， 加上/的连续性，更细致 的讀论 EP，U Walker 的 Amer . Math , 

Monthly , vot 84， pp , 287-288, 1977. 

7, 35 节 III 7. 26 节.变置代换公式的这种处理方式与 Di Varberg 在 Amer , Math，Monthly f vol , 78, pp s 
^-45, 1971 中的+分类似. 

习题氏在 Am ^ r , Math . Soc . , voL 36 1 p . 308, 1972 中 ， l Stmmberg 有一个非常简单 _ 证明. 

匀題 12. 每个单凋函数（从蘭每个有界变差函数〕都是几乎处处可微的一个初等紙明见[ 24 ], PIX 5 " 9 •在 
本书中 t 这个定理被作为勒贝格理论_出发点> 再者， E >» Austin 在 Frcjf , Amer , Math , * * voL 16 1 PP * 

220-221, 1965 中给出的 M 明更加简单， 

习题 18. 这餐議数，也就是所谓_拉德马赫 函数. [36] 的第5章包含有关于它们_迸一歩的定理 - 

第8章 

本书 讨论的 富比尼定理与 [7] 和 [28] 中的一样-不 闕的处 理方式可参看 [25]. 8*9 节的 （ c ) 见 Fundaments 
Math , T voL p . 145 ^ 1920* 

8. 18 节.哈代-李特尔伍德定理的此明（参 M 4 节）实质上是马尔钦凯维奇内插定理的非常特殊的情况- 
关于后者， 一 个详尽的讨论可以在 [祕] 的第12章 找到. 也珂#看 [sol 

3顯2, 与积分是一条曲线所包®的面积这一观念相对应，勒贝格积分可以麵坐标集的测度来开展 讨论， 

这就是 [16] 中所做的. 

习题丨 （ b ) 这一部分 1 甚至在更加严格的形式之下》是勒興格在 J * Ma ^ inmiiquEs ^ ser . 6* vol 1 p . 

201, 1905 申证明的 + 并且似乎已被人们遗忘，鉴于 Sierpinski 的另一个例子 < Fiwi ⑽ Ma 氣 voL U p ， 

114, 1020) ,值得注意的是，存在_个不是勒贝格可测的平面点集 E , 它職每一条直线至多有两个交点.若 
f= ly , 则/不是勒贝格可测的，尽管其所有截 fl /* 和尸上半连续；事实上，它们之中每一个至多有两个不 
连续点.（这个例子依赖选择公理,但不依赖连续统假设_ 
第嗲章 

关于另外一种简短_介_，可参看[妨]第 窣. [ S 3] 中有 Planehere 〖定理的不関证法. [ I 7 ]、 [ I 9 ]和 
[27] 中讨论了群论方爾 ft 阏题及与 E 拿赫代数的 联系. 关于不变子空间节）的进一步的知识可参看 [ H ]- 
L 1 中相应问题在 [2?] 第7聿有所叙述 + 

第10章 

-- 般参考[1]，[4]， [13] » [20 ]t [29]， [31] 和 [37]. 

感_8节.积分也可以在枉意的可求长曲线上 定义. 参看 D 3]， vol . I 的附录 C - 

10. 10节+指数这一拓扑概念在[热]中采 用了， 并且翕 D ] 中很完满地使用了它1定理 10 ,川的计算性证 

明见于 [1] 的 P . 93. ^ ^ ^ 

10. 13 嚓* 柯西在附带假设 〆 连续的情况 " F 于1825年发表了他的定理，指逍了这个假设是多余 

的，并把定理叙述成了现在这种 形式. 进一步的斑史评注可参看[ 13 ]， 

ia i 6 节 > 幂级数表示以及 / eHoi ) 蕴涵 广 eHui > 这一爭实的标准证法和本书一样都是通过柯西积分 
公武迸 行的. 最近&经构造街一种利用环绕数 (windijl 8 aurokf ) 丽不必借助于积分的证明‘其细节 

可参考 [34], 

10.2 S 节 .[2 S ], 仏170有一个关于复数域的代数完备性的很初等的证明 - 

10. 30 节 1 ( b ) 部分的证明见于[心]. _ 

开映射定理及 2(/) 韵离散性是全体_常数全纯函数类的拓扑性质+这些性质刻_这个函数类 

直到闺 K 的程度.这珑是 Stdbv 定理‘ 参看 [34]- 

1❹ *35 节 * 柯西定埋整体形式这一 ■ 人注目的简单，初等的证明是由 Jahm D , Macon 发现的.见 Proc ‘ 
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Amm Math , Sc ^, toL 29, pp . 625^26, 1971. [1] 中的蛋明 _ 于倫当微分的理论.本书第1版中则是从 
龙格定理推出的.这种处理更早一璺在[2幻， p . 中躭已采用了，然而在那里仅仅是就单连通区域来讨 
论的. 

第11章 

—舣参考书 * [ l ] Ch @ p , 5 ? [20] Chap s , L 

11. 14节.反射原理被 H + A . Schwarz * 瓦茨）用于解决多边形区域的共形映射的问题.参看 [13] 的 
17. 6节，沿着这一方向的进一歩结果由卡拉泰奥多里得到； M [4], toI II, pp , 8 E 42 和 
Mathematiti HelvdLtci * vol . 1§, pp , 263-278» 1946^1947, 

里 1.20 节和 11. 2 S 节. 这是在？ .4 节提到的哈代 - 李特尔伍* 的论文 _ 主要 结论. 定理 1 L 20 中的第二个 
不等式的证明与 [40]* p . £3相阔. 

11_ 23节 * 这种类型的第一个定理出现在法图的论文 Series trigonomitriques et sMes de Taybf , A^ta 
Math ., vol 30* pp . 335-400, 1906* 这是将勒贝格积分理论用于研究全纯函数的第一个主要著作. 

11. 3炒 节. ( c ) 部分是由 Mergbtei Leipxiger Berichte i voJ * 63, pp . 501-511, 1911 作出的， 

习題 11 这是由 W . Eimey 和 D . Ullridi 提 承的， 

第 12 章 

W .7 节.进一歩的例子参看 [31], PP * 17 ^ m . 

12, 11节，这个窜理就三满级数来邋，首先由 W, H. Yoimg (1912i q - t , 4, 6* … Hau^orlf 

[4001 (i&23 f 2<§<如>予以证明 + F. Rk^Cl 拟 3) 将它推广到一致有界的正交集， M，Ries®(l 9 26) 从一个一 般齡内 

插定理导出了这一推广，丽 G . 0, 1%01^11(1939)则找豳了从- Riess 定理的复变镢时的证明，本书的证明是 
Calder ^ Zypmmdd & SO ) 就 Thorin 的思想作的改写，其 他内插 定理的完整的参考文献和时论可在[邪]的第 M 
章找囊. 

1113 节 - 一种稍撤不同的形式覓于 J . ， vol , 20, pf >. 449-458， 1953* 

12. 14 节. 这一 诞_实 质上是滅于艮 Kaufman 的 CMafA . Ann . , voU 169* p , 282 T 1967)* E . U Stout 
( Math . Ann , t vol 177- pp * 脚遽 * 1968) 得到鐵一个更强的结果* 

第 13章 

亂3, 9节■龙格定理发表于 ArnMa 熵 . ， voL 6, 1885. 《附带说一旬，关于区闻上的多项式一致逼近的魏 
尔斯特拉斯定理也正 是在同 一年发表齣》见 Ma 蛾 WW ^， ；3， pp * I - 3 ?，）与原证明很接近的证 
明可参看 [ 四 〕 t pj >+ m -177- 本书_泛函分祈证法是分析学者们所熟悉的，而且近年来可能己多次独立地被 
发现.这是 U A * Rwb 6 l 写懷舎诉我的 * 在 [13], voL IL PP - 299-308 中， 注意 的重点是放在当多项式的次 

数 圖定时 通近的密切程 度上. 

习題5和习鼉 6. 另外一#方法可参看 D, G_ Cantor Pmc, Amer, Math, Sac. , voh l^t pp. S3S-3S©» 
1964. 

第 14 章 

一觖参考书： [ go ]. 很多特殊的映射函数在那里叙述得很详尽 * 

14. 3曹.关于线性分式变换的更多的细节可在下痛义献 中找到 ： [ g , pp + 22 ^ 36 * pp , 

[ 4 ]卩特别是 L IL FoM 咖 mofphie Functions ”， McGraw-Hill Book Copipaiiy ^ New Yorkf 1929, 第 

1 章. 

14.5 节.正规族是由 Monfel 引盅的.参看 [13] 的第15章. 

11«节.黎曼定理的历史探讨见[13 ]， PP 320-321 #[29], p , 230,克 K 的诋明 《习题 挪》觅夂/处 
und angew . Mmth , T vol US , pp . 117 - 22 $, 1915,那里也讨论了双连通 E 域- 
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麗4 14节.比|心 丨 <2多得多的悄况都是正确的； 事实上， 对所有 n > Z , 都有 U s I Bkkrbadi 在 
1916年猜想到这个结论，并于 1984年由 L . de Branges UEi 5 (Acto Math , , vol 154， pp * 137-152* 1085). 
进而， 只要有一个使 I A I = n , 鄕么 / 就是例 14.11 中的寛 贝函数 之一* 

14 19 节.共形映射的边界袭现鞞由卡泰奥#里在 Mart, , voL 73, pp , 323-370 1913, 中研究 
过.定理 It 19 在那里就若尔当曲线围成的 K 域作了证明，并且引了索端点齣概念.也可参看 [4] ， vol. 


11, pp t 18-107. 

习顳 24. 这个证 _是1 R Mosckwakis 作扭齡 ■ 

第 IS 章 

15.9 节.典范积与有限阶整戒数之间的关系的讨论珂参看 [3] 的第2窣； [2 幻的第7章_[31]的第 3 章1 
节.这个方向的进一步结果可参看 S 雜骑的 Msffc . Ann . , voL 77 1 pp , 4 B 2-49 € t 1 M 6 以及 [ 2 1] 的 

第 2 章. 

第 46 章 

关于黎曼面的经典著作是 [32] (初®于 191 3 年) +其他参考书有: [1] 的*6聿* [1 幻的第10章；[29]_第 
6聿和 [30]- 

16*5 节.奥斯特罗夫斯基定理见于 J _ Louder . Math . S ^ c + , voL 1 ， pp ‘ 251-19 S 6. 关于空隙级数方 
面的近代论述，可参看 L 氏 Kahane ^ Lacumry Taylor md Fourier Series , BulL Amer . Mmtk . SuoL 
70, pp . 199-213, 1964. 

16. IS 节，单值像定理的处理比本 41 第 i K 稍微將单一些.它用到了这样一个車实 * 每个单连通平面区域_ 
都同胚于一个凸的单连通区域，比如说 L _ 现在的现明是这#安_的，使它不用修改就能应用于多复变全纯 
闲数.（要注意，当 fc >2 时，茫中总存在一个 S 能阔胚于任何凸集的单连通开集；球壳就提供了这样的 


实例 .） 

16.17 节.参考 [13] 的第 I 3 章，[ 2 &]的第 S 章和[ 4 ]的第七_分- 

16.21 节+在 [4] 的第七部分中，借助于模闲数证明了皮卡大 定理. —初等”的证明可在[幻]， PP _. 2打484 
和 [29] 的第7章找到. 

5] 顆請 * 在 Conformal Invariants and Function-theoretk Null - Sets , Acta Math , > va \. 83 1 pp , 101-129’ 
U 50 一文中 ♦ Ahlfors 和 Beurliiig 讨论了各种各样可去集的类. 

第 n 章 

最普 通®# 考书是 [151 也可参看 [3 S ] 的第7章，虽然 [15] 主要是讨论攀位阓盘，但大多数证明都安排 
得使之能应躍于本书所叙述的更广泛一盩的场合*这#_广的— 部分在 [ 27 ]_第 8 阜也提出来了.关于这个 
论题的其他书籍有[ 3 «, [40] 和[4«. 

17.1 节.关于下调和函数的完整论述可参看〔 22 ]. 

n * 13节.在 [15] 或者 Helson 和 Lowdmsbger 在 Arfa Math . , wl 99， PP » 165-202 ，发表的文章 
中，有不同的证明 U . 0 ksendal 在 Proc - Amen Math , Soc . , voU 30, p . 204, 1971 找到了 个极为 


17.】4 节，内函数” 和“外 闲数 ㈣ 这两个名词 I 是 Beuiilng 在一篇论文中新造_来的.在该文中也证明了定理 
17-21* 这篇文章邊 s Gn Two Problems C 傭 emlng Linear 丁 r 瓣 £o 碰 tkms in Hilbert Sp 鼠 ActaMmth. » voi 


Bl , pp , 239-255, 1949, 进一步的发揠见 Dl ]- 

1?. 25 节和 n , M 节 4 M . Riesi 定理的这 一« 明由 & P . GMe r &n 给亂参看 Proc . MatL 

toL 1， pp , 533-535， im 也可参看 [36]， voi ， 1， pp , 252-2 S 丄 

习麵氟 这形成了在其他 IK 域内空间定义的基础■参看 Trans r Amen Mmh , , val 7 
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m 


释 


46-66,1955. 

第 18 章 

一般参考书； D7] ， [19] 和 [23]: 也可参看 [14]. 这一理论是 由盖尔 范德 (Gelknd) 于 1941 年开创 
18- 18 节，这是由 P. J. Cohen 在 Prcwr, Amer. Math. Soc m , voL 12 T pp. 159-163，1961 中以初等方式 
予以证明的 _ 

If . 20节* 这个定理属于 Wermer * 见 Amsr t Math . Soc t ♦ voi 4, pp t S 66 ■郎 9, 1953, 本书的证明 
由 Hoffman 和 Singer 鼢出.参看[15]， pp , ®3-&4. 在那里 * 也给闺了 R J . Colien 作出的极商单的证明. 
(参看1匕18节所列的文献 .） 

18 . 21 节 .这是 Wi 擁 er 关于他的陶伯定理的原姶 证观中 的主要步骒之参看 [⑽; K p , 本书中给出 
的不费力的证明乃是盖尔范德理论的第一个辉律.成果. 

习颺 14 在集 4 上可以给跑一个紧的豪斯多夫拓扑，使得函数 i 关于这个拓扑是连 续的. 这样是八 
_cca>_ 的一个闻态 * a 作为连续函数代数的这一表示在研究交换 a 拿赫代数时是一个最宠要的 X 具， 

第19章 

1^2 节和 19.3 节 >[21], pp, 卜 13* 也可参 # 「 3]. 在挪里指数型函数是讨论的主要对象 . 

19. 5 节 . 关于 C{ M„ } 类的更为详尽的介绍可参看 S. Manddbrojl, M Series de Fourier et classes qiMsi- 
anatytiques» # Gauthie^¥ilkrs* Paris t 1935, 

H It 节,在 [21] 中这一 定理的 《 明是基于定理 19_2 而不是定理 1D.3. 

闲题 4. 函数中称为 / 的博雷尔 变换. 见 [3 =， 第 S fL 

习題 12* 提示性证明是 H. Mirkil_ 出的 . 鼠 Pr。 “ Am^r r Math. voL 7 ， pp- 650-652 ，1 娜 . 

_ 定理由傅雷尔于 1S95 年证明 T 

第20章 

参看 S» W, Mergelyaft，Uniform Appfoxiniatioiis to Functions of a Complex Variable 、Uspehi Mat, Nauk^ 
S*)7, no. 2(48), 31-122, 1952 ； Atmt, Math, Soc- Translation No. 101 ♦ 1954 . 本 书定理 20* 5 即梅 

尔格良论文中的定理 L 4. 

近年来， L. Cadescm 在 Math, Scandinauica y voL IS, pp» 167-175, 1964 中发表 了一个 以测度 论研究 
为基础的泛函分析的证明 • 

附录 

1914 年豪斯多夫雇他的书 “Grundglige 如 r Mengenlehre ， ” e>. 1 ⑽中 U 次陈述了极大性原理 f 本 ’的证 明仿 
自 Palmos 的书 [8] 的第 16 节 . 在作出这一名词的同时，选择使只 （ A>—AM 多有_个元素的想法在那 
ggU 里也出现了 . 其证明与良序定理的 Zemiefe 证法相类似；见她 £ 氣 Ann. , toL 65, pp, 107-128, 19 狼 
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读表中的页码为英文原书页码，与省 t 页边#注的页码一致. 


€ xp ( z ) 

r 

m 

Xe 

lim sup 
lira iol 

广，广 

L 1 (鍔》 
a * e . 

Q ( X ) 

K < f<V 

3 R r 

ntf m k 

MT ) 

L 1 ( R k ) , IJ ( E ) 

II /IIm II/u 
LHR A ) f e 
l - (約 ， r 

C“x) ， C(A> 

y) 

tun 

I 丄，， Ml 

厶，尸 

f x.a 

f * g 
* A 


8 

II 

14 

14 

15 

24 

27 

35 

38 

39 
42 
51 

51, 150 

S 3 

65, 66 

65 

66 
70 
76 
76 
79 
161 
162 
164 
171 
175 


i(a) 

T 

LHT ), C ( T ) 
Z 

fin ) 

II/IU 
u 

p r (&-t) 

Lipa 

I ^ ! ( E > 

+ — 

XCpt 
幻丄為 
B(xf r ) 

QrfJt 

叫 

Mf 

AC 

r (:) 

Jr 

BV 

F [%] 

a 

N a 


m 

88 

88 

89 

91 

1.04 

108 

110 

111 

113 

116 

119 
\20 

120 
136 
136 

136， 241 

136 t 241 

13 S 

145 

ISO 

150 

157 

240 

240 
Ml 

241 
241 
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fit) 

178 

H 的 

248 


194 

r (e if > 

249 

CT 

194 

fAz) 

254 

D(at r )， D f (at r) f B(at r ) 

196 


266 

n 

197 


285 

mn} 

197 

E P U} 

301 

r» r m 

200 

log^t 

311 

3 A 

202 

N 

311 

lnd 7 (z) 

203 

(/ 。， D 。） 〜 ( 兄， R) 

323 

Z (/) 

208 

H p 

338 

+ 

21? 

Mj ， Q/ 

344 

P^IXI 

222 

cr ( x ) 

357 

d 7 a 

231 

p ( 工 ) 

360 


232 

C(MJ 

377 

pin 

233 

P ( K ) 

386 

u + ， jt 

237 

cum 

388 
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fi 

Baire^s theorem ( 贝尔定理 >» 

Absolute continuity ( 绝对连续性）， 120 Balanced eollectbn ( 平衡类)， 268 

◎f hMetkms ( 阐数的绝对连续性 ）， 145 Ball ( 球 ）， 9 


Absolute convergence (绝对收敛性 >. 116 
Absolutely convergent Fourier series 
(绝对 收敛的 傅里叶级数 ） • 367 
Addition formula ， ( 加法公式 ），1 
Affitie transformafioji 《仿 財变换 K 377 
Ahlfors ， LU2 
Algebra ( 代数 ）， 356 

of measures (■ 度代数 ），175 

of sets ( 集代数 ） t 10 

Algebraically closed field ( 代数封闭域 ），213 
Almost everywhere ( 几乎处錄 ） t 27 

periodic function ( 概周期函数 M 
Almost uniform convergence C 几乎-致收敛性 》 ， 214 
Aimlytk e ⑽ timiatbn ( 解析遲拓）， 323, 3H， 379 
Analytic function (解析 函败） ， 197 
Annulus ( 环域）， 229, 264, 292 
Approach r*gif>n ( 逼近区域 ），240 
Area ( 面积 ） T 250 
Area theorem ( 爾楓定 ■) ， 28.6 
Arens ， R» t 39S 
Arguimeiit ( 描角 ）， 204 
Arithmetic me 峨（算术平均值 ） , 63 
Arzela-Ascoli theorem ( 阿尔泽拉 - 阿斯科利定 
3). 245 

Associative kw (_ 舍 褲 ) 、 1.8 

AsymptoHc value C 液近值 〉 ，沉 5 

Austirt* D, t 399 : 

Average ( 平均值 ）， 30 

Axiom of choice ( 选择公理 ) 396 


Bamch? S, » 10 S 

BflMchalgebm ( 巴拿赫代数）， 190, 356 
Banacli space (B 拿赫空间 ）， 95 
BaiMch- Stdnhaus theorem (G 拿赫- 斯坦因豪斯定 
理 ），98 

Bessel's inequality (M 塞尔不等式 ） t 85 ， Z60 
Beurling » A*，335 T 402 
Bewlin^a theorem {Beurling 定理）， 34S 
Bi^berbach cotiiiiectqre (比伯 1 巴赫猜想 ）， 401 
Blaschke product (布拉施克乘积）， 310 ， 317 , 318 , 
338 , 353 

Bledsoe, W, W. ， 399 
Bord_ E* . & ， 40^ 

Borel function ( 博雷尔函数 12 
Bor^el measuie* C 博常东测度 47 
Bwelaet ( 博雷尔集 > t 12 
Borel transform ( 博雷尔变换 ）， 402 
Boundary ( 边界）， 10S» 202, 28& 

Bounded! fup^tion (有界 ® 数 ）* ® 钐 
Bounded Hnear functioral 《有界 _性泛 產）， 郎， 113 f 
127, 1 邪 

Bounded linear transformation C 有界线性变换)， 
Bounded variation ( 有界变差 》 t 117, 148, 157 
Box < 单元 > t 50 

Brouwer 1 s fi^sd point theorem (布劳 威尔不 动点定 
理 )，151 

c 

Calderdn , A , P , ， 401 , 402 

Cancellation law ( 消去律 〉， 19 
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Canonical pfoduet ( 典范 横 ）， 302 

Cantor, D, G* » 401 

Cantor s*t (康托尔集）， 58, 145 

Caratheodory< C. t 397+ 400, 401 

Carksoiit L ， 398 

Carrier ( 承载集 ） t 58 

Cartesian product (筲卡 儿乘积 ） * 7» 160 

Catepjiry theorem ( 类型推理 ）， 9S 

Cater, R S. T 3S8 

Cauchy * A, t 400 

Caud^r formula ( 柯西公式）， 207 1 219 , 229, 268, 
341, 384, 3S8 

C&ueh 广 Riemann equations (柯西一黎曼方程 >, 2 32 

Caueliy sequene® ( 柯西序列 K 67 

Caweliy tlieorem ( 柯西定理）， Z0S t 206 , 20?, 218 

Cauchy s estimates ( 辋 T 西依值）， 213 

Cell (胞腔 ），50 

Chain ( 链 ），218 

Chain 链式法聃 >， 197 

Change of variables (变置代换） • ib ^ ? 156 

Charaetei ■ 《特 征标）， 1? & 

Characteristic function ( 特征函数 ） ■ n 
Choice function 〈选择函数八 39 朽 
Class ( 类） ， 6 

Closed! cuirve ( 闘曲线），之邱 
Closed graph theorem ( 闭皆像足里 ）i 114 
Closed path ( 闭路径 ） t 201 
OosedseU 闭 集）， 13, 2& 

Closed siAspaw (_ 子空间 ）， 78 
Cloiure ( 闭包）， 3S 
Cohes, F. J* * 402 
Collection ( 类 ）， 6 

C&mmutative algebra ( 交换代数 》 * 356 
Commutative law ( 交换律 ）i 18 
Compact set (■聚 集 ）* 35 
Complement (余 集 ） ♦ 7 
Complete measure ( 完备测度 ）， 28 
Complete metric space ( 完备度簠空 间》， 石 7 
Completion 《完 备化） 

of meastire space(S 度的完备化），關 1 1SS 


of metric spsce ( 度貴空间的充备化 ）* 70» 74 
Complex algebra ( 复代敢）， 35S 
Complex field ( 复数域）， 213， 359 
Complex iiomomorpliism ( 复同态 ）* l&l» 362 
Compbx^linear lunciionsl ( 复线性泛函 ）， 105 
Complex roeasore ( 复测度） 》 16* 116 
Compleac vector spAce ( 复向董空间 〕， 33 
Component 《分支 > ， 107 
Composite function ( 复合函数 ）， 7 
Concentrated ( 集中 ），119 
Conformal equivalence ( 共形等价性 ) 》 2S2 
Conj ug_e ejtponents C 共扼指数 ），§ 3 
Conjugate function ( 共扼运数 350 
Coimected set ( 连通柬 ） t 19S 
Continuity ( 连续性 > ， 8， 9 
Coutiaiious fane lion ( 连续函数 ）， S 
Continuous linear funciional C 连续线性泛遂）， 81 ， 
96 ， 113, 127, 130 
Gontinuous measure ( 连续测度）， U5 
Cont〖irauiii hypothesis ( 连 续统假 设》， 16? 
CcriV€Fgence < 收 敎性） 

txnifcirm (几乎一致收敛性》， 214 
doitiinated (控制收敛性） t 26 
in 1/(在1/上的收 敛性: U 67 
in measure (依测度收敛性），74 
mcmmcMie (单调收敛性21 
uniform on compact gubMts (在紧集上的一致收 
敛性），214 

weak ( 弱收敛性 >, 245 
Convex function (凸鼸数）， W 
Convait sequence ( 凸序列 ）》410 
Convex set C 凸集），扣 
Convexity theorem 《 |& 性定理），念 57 
Convolution (卷租）， 170 r 175, 178 
Coset ( 陪集〕，抓 2 
Cosine ( 余弦 2* 2S§ 

Countable additivity ( 可数可加 性〉， 6 ， 16 
Counting uietsure 《计数 测度） t 17 
Center ( 覆盖 >, 35, 324 
Covering lemma ( 覆盖引理>， 137* 399 
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Curve ( 曲线 ）， 200 

with orthogoaal increments (具有 HE 交增量的曲 
线 ）* 94 

Cycle ( 圈 ）， 218 

D 

Daniell, H. J + t 398 
de Brangesi L ♦ 401 
Denjoy, A* f 144 

Denjoy-Carlfttnan theorem ( 当 茄瓦 - 卡尔曼定 
S)t 380 

Dense set ( 调密集 ）， 58 
Derivative ( 导数）， 135* 197 
of Fourier transform ( 傅里时变换的异数 ）， 179 
of function of bounded variation (有界变差議数的 
导数）， 157 

of integral ( 积分的导数 ）， 141 

of ■astire ( 测 度的辱 数）， m, 142* 143, 241 

symmetric ( 对称导数 〉 * 

of transfer 酬 tbn ( 变换的导数）， 

Determinant ( 行列式 ），54 
Diagonal process ( 对角线过程 ）* 246 
Dieu<ioiin6t J* » 398 

Diffejcntiable transfortnation 《可微变换 》 n 150 
Differential ( 微分 ） t 150 

Direct continuaikMi ( 直攘延拓 》，323 
Dirichlet kernel ( 狄利克 If 核）， 101 
Dirichlet ptoblem ( 狄利竞雷问题 〕 ， 235 
Disc ( 圆盘）， &, 

Discrete measure t 离散测度 ）， 175 
Disjomt sets (不相交的集 ）， 7 
Distance function ( 距离適 败 〉， 9 
Distribution f-unciloo (分布运数 > * 172 
Distributive 1 譯 < 分配律 ） T IB 
Division algebra ( 可除代 S) t 3G0 
Dixcjti, J» D + » 400 
Domain (定义域 ）， 7 

Dominated coiwergence theorem ( 控制收欽定 理》， 
26 ， 29 ， ISO 

Doiibl« integfal ( 重积分）， 


Dual space (对偶空同 h 108 1 112* 127, 130 

E 

Ebsrkin, W, F. , 58 

Edwardst R, E* 398 

Egoraffs theorem( 叶果洛夫定理 ）* 73 

Elementary factor ( 基本因式）， 301 

Elementary set ( 基本集 ） t 161 

Ellipse ( 椭阖 ）， 287 

Ellis, H. W, , 399 

Empty s«t 【空集 ）， 6 

End pomt 〈终点 >. 200 

Entire function ( 幣涵数 ）* 19& 

Eqyicontimious family (ffl 等连续族 ），245 
Equiva lence dias ses( 等价类 》， 7 
Equivalent paths ( 等价路径 ）， 2 01 
Essential range ( 本性值域 ）， 74 
Essential s] 呢 ularity ( 本性奇点 〉，21 It 26? 
Essential supremum ( 本性上拂界 ）* 66 
EuelkSieati space ( 欧几里得空间》 》 3 4 ， 4 & 
EucUd + s inequality 〈欧 几里得不等式 >，77 
Euler's identity ( 欧拉恒等式 ）^ 

Exponential function ( 指数涵数〉， 1 . 198 
Enpoiwndal type ( 指数型 ），372 f 3S2 , 3^3 
Extended real line 《广 义实线）， 7， 9 
ExteEssion (开拓 > _ 10 5 
Extension theorem ( 开拓龛理 ），10 5 
EKtremal fundicm ( 极值函数 ）， 255 
Extreme point C 极值点 >， 

F 

F ff 'set(F, 12 

Factorization ( 因式分解 〉 i 303, 338, 344 

Family ( 族 ），6 

Fatou» P. C 法围 400 

F®tou’s kmma ( 法國引邏》 t 23， 68 _ 309 T ^44 

Fa to uf s theorem ( 法圈 定理》 f 2 4 & 

F 啦 r kernel ( 费耶梭 ）， 252 

Fej^fs theorem ( 费耶定理）， 

Field ( 域 >, 394 
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Finite additivity < 有限 可加性}，17 
First category (第一类型集），98 
Fixed point (不动点 >,151, 229, 247, 293, 2&T, 
314, 318, 395 
Fordj L* R, * 401 

Fourier coefficients (傅申.叶系歎 >• 82 * 91 
(襴度的傅里叶系数 ） T 133 
Fourier series (傅里叶级数），83，91 
Fourier transform (傅里叶变换） t 178 
Fubini’s theorem (富比愿定理），164, 168 
Function (函数），？ 

absolutely eoiitiniiotis (绝对连续函数），145 

analytic (解析函数 ）， 197 

Borel (博菌尔函败 h 13 

bounded (有界 函数）》66 

of bounded variation (有界变 Sfi 败〉， 148 

romplex (复兩数），8 

continuous ( 连续笔数 ）! ■ g 

convex. <a 函数 ），6i 

entire CS 函数 >t 19B 

essentially bounded (本性有界函数），祕 

exponential (指数 数〉， 1 

of ejcpomentMl type C 指数型函数 ）》372 ， 3S3 

harmonic (调和函数 ）* 232 

holomotphic 《全纯 S 数 ）* 1 &7 

Lebesgue mtegrable (勒贝格可积函数）， 24 

left-coEtliiiiows 《左连续兩败 〉， [57 

locally integrable (局部可积 函数） ， 194 

lower semieontiiiyows ( 下半连续函数 》，37 

measutable (可测函数 ） ，8，29 

meromorphic 《亚纯 ® 数 >， 2 24 

modular (棋函数），328 

ii(3>wh i erc dilfefentisbte C 无处可微的 sfi 数） ， 114 
rational (有理函数）， 2fi7 
real (实函数），& 
simple (简 单函数 >» 15 
so,bharmonic ( F 调和函数>, 335 
symunable 【可求和函数） t 24 
upper semkontimsous (上半连续透数 > * 3 7 
Function element (適数兀索） t 323 


Functional ( 泛函） 

bounded ( 有 界泛函 ），96 
⑽ C 0 ( 在 G 上的泛函 130 
complex-linear 《复 线性泛 藝 》， 105 
eondmious 《连续泛函 〕，9 S 
ofi Hilbert sp®oe 《在希尔伯特空间上的 S 函 ）* 81 
⑽ 1/( 在 U i ： 的泛函 127 
( 线性泛函 ）， 33 

multiplicative 法泛函〉， 191» 364 
positive ( 正 M 凾 ）， M 
reaWinear ( 实线性泛垂 ），105 
Functicsnal analysis ( 泛鶸分析）， 10S 
Ftmdiamantal domain 《基本区域 ）， 329 
Fmidameiital theorem of calculus C 微积分革本定理）， 
144i 148 

G. 

GrsertQr 集 ）， 12 

G®p seri ■( 空 隙级数 >, 2?6» 321* 334 f 3541 385 
Gdfand* i , 402 

Gelfand-Maaur theorem ( 盖 尔祗德〜马祖尔定 
理 ），359 

Ge〗fand transform ( 羞尔范德变换 ）* 370 
Geometric mean ( JL 何乎均值 ） ， S3 
Goursat* E* v 400 
Graph 像）， 114， 174 
Greatest lower bound! ( 最大下界 ）， 7 
Green’s theofem 〔格林定 理）， 3 抑 

■r 

H 

Had 麵 trdU J* ， 264， 321 

Halin=Baiiach theOfem ( 哈恩 - 巴拿赫定理）， 104, 
107, 270, 313, 3S9 
Hahn decomposition (哈恩分解 ） t 126 
Hall, D. , 398 
Halm-os-s P, R- ， .398，403 
Hardy, G, H, , 173, 335, 399 
Hurdy’s inequality ( 哈代不等式 》， 177 
Harmonic tjonjugate (调和共耗 >， 350 
Harmonic function ( 调和函数）， 2 滅 
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H® riTtonic traj o rant (调和的從函数 > 丨 3 5 2 
Harnaek’s theorem (哈纳克定理 ） t 236* 250 
Hausdorfft F. , 12. 400 

Hausdorff maximality tbeorefn C 豪斯多夫极大性定理）， 

87, 107, 195, 3Sg, S9S 

Hausdorff a^paration axiom ( 豪斯多夫分离公 理 ）， 36 
Hausdorff spac« ( 豪斯多夫空闻 ）， 36 
Hausdorff-Young theorem ( 豪斯多夫 - 杨定理 £61 
Heiiw~Bordtheorem ( 海 涅 - 博雷尔定理 ），36 
Hekon, H, , 348 
HerglotZi G, , 400 
Hilbert cube ( 希尔伯特方体），较 
Hilbert space C 希尔伯犄空间 ），77 
isomorphism < 同构 > ， S6 
Hoffman* K, » 402 

Holder 、 inequality ( 霉尔德不等式）， 63 ， Gii 
Holomorpliic function 1 ( 全纯 II 数 ） t L97 
Horaomorphism ( 同惑） . 17&? H，402 
H omotCJpy (詞 1 伦 ） ， 22 2 
Huntf R» A, t 3 & 8 

I 

Ideal ( 理想）， 175, 305, 362 
Image ( 象 ）， 7 

In4ep«iidetil set C 義立集 3 ，妓 
Index < 指数 ) 

of carve ( 曲线的指数 ）， 223, 230 
of cycle ( 圈的指 败 ）， 218 
of path { 路径 的报数 ），203 
Infimum ( 下确 界 ）， 7 
Infinite pmduct ■( 无 穷乘积 •），298 

Initial point 〈初 始点 ）* 200 

Intier factor (内 H 子 ）， 344 
Inner ftinction ( 内函数 ）* 342 
Inner product (内积） t 76 ， 89 
Inner regular set (内正则集》， 47 
Integral (屬分 ） • 124 
Integration ( 积 分 ）， IS 

over cycle (沿 阐的积 分）， 21S 
of derivative (导 数的积 分）， 146, M8» 149 


over measurable set < 在可测集上 _ 积分 ） ， 20 
feypiurts (分部枳分 K 157 
over path ( 沿路径的积分 >，200 
with respect to complex measure ( 关 T 复测度的 
觀分 ），129 
Interior C 内部 ），267 
Interpolation { 插值）， 173, 柳 ，304 
Intersection CS) , 6 

Interval t 7 

IpvaHant subsp8ce ( 不变子空间 ） ， 188* 346 

Inverse image ( 逆象 ！ K 7 

Inverse mapping ( 逆映射 ) ， 7， 215 

Irwerslon ( 反 演）， 280 

irwersion foramk ( 反痕公式 ）， 1 SI 

Inversion theorem (反演定理 ）. 185» 18® 

Invert 彳 ble element (可逆元） t 357 
Isolated singularity ( 孤立奇点 > ， 210, 266 
It/r try ( 等 距 ）* S4 
Isomorphism (同构 > ， 86 
Iterated integral ( 累次积分 ）， 165 

J 

Jacobian ( 雅可比行列式） , ISO, 250 
Jensen's formula (詹森公式）， 307 
Jensen s inequality (詹森不等式 ）， 62 
Jordan» C, » 5 

Jordan curve (若尔当曲线 ） * 291 
Jordati decompwltion ( 若尔当分解 ）* m 

K 

Kahane- J. P, ， 401 
Kaufmant R. P. t 399 ♦ 437 
Khk, R. B. , 3&i 

Koebe function ( 克贝函数 ） t 2S5, 401 

L 

L 叩 i_ 叫 mtkm { 拉普 拉斯方程 >， 232 
Lapiiariaii 1 ( 拉普拉斯算子）， 19S 
Laurent series ( 洛朗级数 ）* 230 
Least upper bound C 上确 界 ）， 7 
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Lebesgue, H* J. t 5 ， 21 ， 397, 399 
Lebesgue decompostticm (勒贝 格 分解 ） t i 21 
Leb^sguii int«grable function (勒 |31 格可积 通数） ， 24 
Lebesgue integral (勒贝 格积分 > ， ] 9 
Lebesgu® me*syrabl€ set (勒興格可测 集）， 51 
Lebesgue measure ( 勒贝格测度）， 5! 

Lebesgue point ( 勒贝格点）， 138, 159 1 £41 
Left-continuous function, ( 左连续函数 ）， 157 
Left-hand limit ( 左极限 ）， 157 
Length (长 }，159» 202 
Limit T poiotwb^ ( 极限点态极 限 ）， 14 
in mean ( 平均极限 ），67 

of measyrabJe fueetioos ( 可渊丞数的极限 ）* 工 4 
m measure ( 依澍度的极限 ）， 74 
UndeM's theorem 《林德勒夫定理 ）》259 
Linear combiitation ( 线性组合 ），82 
Linear ffaetioim.1 transformation (线性分式变換 
279, 296 

I Jnear i ndiepetidemce ( 线性独立性），從 
Linear tranafomiation ( 线性变換 ），33 
Linearly ordered Ml ( 线性序的集 ）* 87 
Liouville’s theorem 《刘维尔定理）， 212, 220, S5& 
LipscKiti coedisitMi ( 利普希庚条件 )，3 
Little wood* J, E t * 173 > 399 
Locally compact space 【爲部紧$_》， 

Locally mtegrable fmiction ( 局部两积困 数 》， 194 

Logaritlim ( 对数）， 22:7 ? 274 

Lowdenslager# D. » 34 B 

Lower half plane (下 半乎面 >» 237 

Lower limit ( 下极限 ）， 14 

Lcjwer sctoco utin wsus lunciicm (下半连续 Efi 数》， 3. 7 
Lusin's theorem ( 鲁金定理）丨 55 

M 

Mantklbrojti S, ， 402 
Mapping (峽射 >， 7 

contiAuotis ( 连续映射）， 8 

one~to cme ( -^ 映射 ）， 7 

沖紐 （开映射）， 9S， 214 
(参见 Funelion} 


MarcinkiewicEj J* ? 173 

Maximal function ( 极大函数）， 136, 13g, 241 

Maximal ideal ( 极大 理想 ） T 362， 364 

Maxitnal orthonormal set ( 极大规范正交集 ）， 85 

Masmal subalgebra ( 极大子代数 ），366 

Maximal]ty theorem < 极大性定理）， S7 ，396 

Maximum moduiy$< theorem ( 最大模定理 》 t 110，212 

Mean bailie property ( 平均值性质 237 

Measurable function ( 可测函数 ） t 8， 29 

Measyrabk s«t (可 _ 集 ） ， 8 

Measurable space, 8 

Measure < 测度 ）， 17 

ab&obtely coftiinyous ( 绝对连续激度）， 1 如 

Botei ( 博當尔测度 ）， 47 

complete ( 完 备渊度 ），28 

cornplex ( 复测度 ），16 

continuous ( 连续测度 ），175 

辟 uniting ( 计数测度 ） 》] S 

discrete ( 离敢测度）， 

Ubesgue ( 勒 M 格测度 >，51 

positive ( 正测度 ），16 

real ( 实测度 ）， 16 

r€gnl ar (正则测度 ），47 

represetitlng ( 表示测度 ），】■ O 9 

<r£imte( 『有限 ■ 度 ），47 

signed ( 广义澜度 ）， 119 

singulajr ( 奇异 fflf 度 ) 't 120 

tranalation-invariant C 平移不变测度）， 

Measwft space ( 獅度空闻 IS 

MergeI.yao, : "s theorem (梅尔格良定理 ）* * 3&4 

Meromorpiiie function ? 224» 304 

Metric ( 度置 ）* 9 

Metrk density C 度 ;® 密度 )， 141 

Metric space ( 度置空间） • 9 

Minkowski 5 ® inequality C _ 可夫斯基不等式）， 
O, 177 

MirkiU H* » 402 

Mittag-Leffl^r theorem ( 米 塔-列 夫勒定理 ） * 以 3 
Modiilsff 簡 ctkmC 模 eS 数 ）》 32S 
Modular group ( 模群 ）》328 
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Monodromy theorem (单 值他定理）， S27 

Mono tone class (单调类 > ， 16 0 

Monotone convergence theorem ( 单调收敛定埋 > ， 2L 

Mon&tooMty ( 单调性 ） t 17， 42 

Morem's theorem (U M 拉定理）， 20S 

Mosehovalkk, Y» N. ， 401 

Mult 〖plication operator ( 乘法算子 ）i 114» 347 

Multiplicative inequality ( 乘法不等式 ）， 356 

Multiplkafive linear f^Tictiona! ( 乘法线性泛涵 〕， 364 

Multiplicity of a zero 《零点 的東数 >» 209 

theoroti (Mtrnts-Ssasg 定理）， 313. 31S 

N 

Natural boundaryt 自然边界 >* 320 1 330 
Negative part 《负邢 ）* 15 
Negative variation 《負变 差 》， 11 ® 

Neighborhood ( 邻域 ）， 35 
Heutnaimt J, von* 122, 393» 399 
NevaniiniiST R. ?■ 311 

Nicely shrinking sequence ( 良奸收 缩序？ 4) ， 140 
Nonm^aswrable set (不 测集 > ， 53 ， 157 ， 187 
Nontangeiitial approach region C _ 切向通近 h 
域 ）， 240 

Nontangential limit ( 非切向极限 ）， 243 ， 340 
Nontsngcntial maximal function ( 非切向极大函数 ） * 
241t 340 

Norm (范数） • 65, 76, 95 t 9. 

No^rtn-preserving extension ( 保范开拓 1 ⑽ 

Normal family ( 正 规族》，雜 1 
Wormed algebra 《賦 范代数 >，356 
Normed linear space ( 喊范线性空间） * 的 
Novmgef > P. t 39B 

Nowhere dense C 无处 稱密），⑽ 

Nowhere function，114 

Mull homotopic curve 《零伦曲线）， 

Null space ( 零空间）， 362 

o 

One-to-one mapping C— 一映射 》， 7 
Ofie-parametor family ( 单参数族 > ， 222> 


Onto ( 到上 7 
Open ball ( 开球 >， 9 
Open cove* 4 ( 开覆蕞 ） ， 35 

Open map ping theorem ( 开映射定理 ）， 9 p * 214, £16 

Qp«n set ( 开 集 》， S 

Opposite path ( 反向路径 ）， 201 

Orbit ( 轨道 ）， 317 

Order ( 阶 ) 

of entire function (整垂数 的阶 ) ^ ， 315 
of pole (极点的阶 K 210 
of mro ( 零鼢）， 2G9 
Ordinal (序数 ） T 59 
Ordinate set ( 坐标集 ） t 174, 399 
Oriented interval (定向 区间 ） 》 202 
Or ihogonal proj ectio n (正交投影 > ， 80 
Orthof 。 加 lity ( 正交性 ） f 7 9 
Orthogonality relations C 正交关系 ）， 82 
Orthonormal basis ( 规范 3E 交基》 ，抑 
Oirtlronomiftl set (规露正交集）， 8.2 
Ostrowskt* A« I 321 
Outer factor ( 外因子>， 344 
Outer function (外函数 ） _ 342 
Outer measure < 外测度 》 I 397 
Outer regular set ( 外正 _ 集）， 47 
Overcwwergence ( 过度收敛性 ）， 3 21 

P 

Paky-Wienei theore 腦 ( Psley-Wiener 定理）， 
372, ^75 

Paralleiogram law ( 平行四边形法則 >， 80 
Parameter interval ( 参数区 _ ) ，細） 

Parseval’s identity ( 帕塞瓦尔恒等式 >_ 抑 31 ，耶， 
2U 

Partial derivative ( 偏导败 )、231 
Partial fractions { 部分函歎）， 26 ? 

Partial prodnet ( 部分乘积 )，298 
Partial sum csf Fourier series ( 傅繼叶级数的部分賴 ) * 
83 ， 91 ， 101, 354 
Pan.i,elly ordered set ( 偏序集） ，關 
Partition ( 划分》 
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of set C 集的划分 ），116 
of unity ( 单位划分 ），40 
Path ( 路 径）， 200 

Periodic function ( 周期 8 数 ）， 2, B8, 93, 156 

Perron ， O* t 144 

Phragrri€B - LindelOf method (弗 拉格曼 -林德勒夫方 
ft), 256 
3 

Picard theorem (皮卡定理） t 332 

Planckefel theorem {PlancKerel 定理 186 

Pbncherel transform (PI 繼 eherel 变换 h 18$ 

Pointwise limit ( 点态极 K>，14 

Poisson integral ( 泊松积分） ,112, 233, 240, 252 
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